UBER EINIGE TURANSCHE FOLGEN
STANIMIR FEMPL (Belgrad)

ZUSAMMENFASSUNG. — Es wird gezelgt dass die Lependreschen
elliptischen Normalintegrale 1 Gattung F(k,V¥n), (n1=1,2,...]) elne Turdnsche
Folge bilden, sobald die Amplituden , den Bedingungen (1} geniigen,
unter denen das Multiplikationstheorem fiir solche Integrale gilt. Weiterhin
wird ein Satz abgelvitet in dem man zeigt dass die Integrale einer monoton
abnehmender stetigen Funktion f{x} in (0,V¥,) eine Turdusche Folge bilden,
sobald die Amplitudenfolge monoton wichst und konvex ist. Auf Grund
dieses Satzes zeigt man dass die Folge von Legendreschen elliptischen Nor-
malintegrale 1l Gattung E (k,n) unter Bedingungen (1) ebenso Turdnscher
Art ist.

1. Eine Gesamtheit ¢ von Funktionen ¢, (1), (n=1,2,...) der reel-
len Verdnderlichen # habe in einem von n unabhidngigen Spielraum die
Eigenschaft, dass die aus ihnen gebildeten Hankelschen Determinanten

Dy () = | Pt ) @a®) =2,3,...
=l o o), " )

samtlich negativ sind. Dann heisst ¢ eine Turdnsche Folge [I].

Es sind zahlreiche Beispiele solcher Folgen bekannt (|2], [3], [4], [5]),
und vor kiirzerer Zeit hat Koschmieder [1] gezeigt dass die ellip-
tischen Funktionen sn(enz+8) und cn(anu+B) (« und B sind igrendwelche
festen reellen Werte) ebenfals eine Turansche Folge langs der ganzen
u-Achse bilden, ausgenommen in den Punkten u, =2mK/a mit ganzem m
(K ist das vollstandige elliptische Normalintegral 1 Gattung).

In dieser Abhandlung zeige ich in2. dass auch die Iaversionen, d. h.
die Legendreschen elliptischen Normalintegrale 1 Gattung F (k,,), eine
Turdnsche Folge bilden, sobald die Amplituden Vr, dieser Integrale den
n—1 Bedingungen

¢08 Yy 41 = cos ¥, cos Y —sin ¥, sin g VI —A2sin2 g4, v=1,2,...,1-1 (1)
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geniigen. In Ahnlehnung an einen Hilfssatz den ich in dieser Arbeit beweise
zeige ich dass unter den Bedingungen (1) auch die elliptischen Normalin-
tegrale II Gattung eine Turansche Folge bilden.

Fir n=1 unterliegt die Amplitude ¥, keiner Bedingung und man
kann sie beliebig annehmen. Die f{ibrigen Amplituden berechnet man
allmahlich aus dem System (1) (das Berechnungsverfahren gab ich in einer
friiheren Arbeit [6]).

Die Bedingungen (1) sind nicht kiinstlich aufgestellt, denn unter
diesen Bedingungen gilt das Multiplikationstheorem fiir elliptische Normal-
integrale 1 Gattung ([7], S. 337) F (k, Vu)=nF (k,V,). Dieselben Bedin-
gungen (1) gelten auch bei einer Formel fiir elliptische Normalintegrale
II Gattung die man, ebenso, Multiplikationsformel benennen konnte. Aus
den Summensatz nimlich, fiir elliptische Normalintegrale II Gattung

E(k,9)+E (k,V)=E (k, )+ k2sin psinysing,
der unter der Bedingung

cos & =cos ¢ cos { —sin ¢ sin ¥ V1 — k2 sin? & (2
gilt, folgt
E (k, V) + E (k, V) =E (k, Vo) + k> sin {, sin ¥, sin ¥y,
E (k, \]/1) + E (&, \]fo) E (k %) + k2 sin \]/1 sin y, sin \l’s ,

E(k ‘1’1)+E(k ‘l’n )= E(k ‘1fn)+k25m‘11155m “l’n 1Sln\]l,,,

und anstatt (2) kommt jetzt (1). Nach Addition des obigen Systems
erhilt man

n—1
E (k,Yn)=nE (k,Y,) — k2 sin; > sin P, sin P 4
v=]

und dieser Ausdruck wiirde die Multiplikationsformel fiir elliptische Nor-
malintegrale II Gattung darstellen.

2. Ich beweise folgende Sitze.

SATZ I. Geniigen die Amplituden ¥, den Bedingungen (1), so bilden
die Legendreschen elliptischen Normalintegrale 1 Gattung eine Turdnsche Folge.

Beweis. Auf Grund von (1) ist
Fk,VYm)=mF (k,¥,), m=n—1, n, n+1; n=23,...
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Darum ist
F(k)\l/n-l F(k7 qfn) J =F2(k,\}’1) n—1

F(k, V) F(k,Vn-q) |

was zu beweisen war.

o
0,
n+l§<

HILFSSATZ. Es sei f(x) eine positive monoton abfallende stetige Funk-
tion. Die Integrale
) Vn

q;,.ch(\l/,,)=ff(x)dx, n=1,2,...,
0

bilden immer eine Turdnsche Folge, sobald die Folge {\{,} monoton wichst
und konvex ist.

Beweis. Aus

‘I’m+1 \pm
q>m+,,=q>m+ff(x)dx w0d Py =P — ff(x)dx
‘l’m 'qu'—l
folgt
\}fm+1 Q"m ‘Ifm+1
Fma1 P g — P vpm(ff(X)dX-ff(x)dx) ff(x)dx ff(x)dx ®)
‘I’m \Ifm—l ‘1’m~—1 \]’m

Wegen der Konvexitat von {V} ist Ymey—Vm <Vm—V¥moy (m=2,3,..),
und wegen

&
ff(x)dx=<b~a)f(£), a <E<D,

kann man dem ersten Glied der rechten Seite in (3) die Form

(‘]’m +1 7 Q’m) f (51) - (‘I’m - ‘1’m—1) f (Ez)

4
(‘l’m <El <qu+1) ‘l’m—1 < ‘Ez <‘1’m)
geben. Wegen f(§,) <f(§,) und wegen (4) ist das erwihnte Glied in (3)
negativ. Da noch ¢(¥)>0, so hat die rechte Seite von (3) einen nega-
tiven Wert, und es ist @un4y Pn-q—Pm® << 0, was zu beweisen war.
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SATZ Il.  Sobald die Amplituden Y., (O V¥, <n/2 (v=1,2,...) den
Bedingungen (1) geniigen, so bilden die Legendreschen elliptischen Normalin-
tegrale 11 Gattung eine Turdnsche Folge.

(Hier sind die Amplituden V.. auf das Intervall (0, n/2) beschrinkt,
da im allgemeinen Falle die elliptischen Integrale II Gattung keine Turan-
sche Folge bilden miissen. Unter solcher Beschrinkung folgt aus (1)

\]f\.<\1f\,+1<\1f1+\]f\-,\/‘:1,2,..., l,lI]d ‘1’1>‘1’\'+1 - \p\’>0)

d. h. die Amplituden . bilden eine monoton wachsende Folge aus posi-
tiven Elementen.)

Beweis des Satzes. Die Bedingungen (1) sind den Bedingungen
tgﬂ“*ﬁgWY:L:tg¢VVFTﬁéEﬁE} (Vo=0, v=1,2,...,n—1) (5)

equivalent, denn aus (1) folgt nach Rationalisierung und Addierung der
Grosse sin? ¥, sin2 ¥, nach kiirzerer Rechnung

cos ¥, —cos ¥, cos Y4y =sin Y sin Yy V1 — k2 sin? §,, (6)

und man bedarf fiir die Richtigkeit des Vorzeichens einen Nachweis. Nun
geht die Gleichung (1) fir k=0, in ¥4 1="V,+V,; dasselbe gibt auch
die Gleichung (6). Jetzt folgen aus '

cos Py 11 =cos VY, cos by —sin, sin. V1 - kZsin® P4,
cos Y, =cos b, cos ¥ - siny Sin‘l’\'~1\/?17:7kmﬁéﬁ )
die Gleichungen
08, = C03 1 €08 Yt sin g sin V1 - st
o5y = €08 Yy COs P +-Sin e sin o VI — K7 it .
Vergleicht man diese Ausdriicke, so bekommt man (5), und wegen
0< AL,

tg —%ﬁ;q’# <tgdv, dobe b= <=,



Uber einige Tufénsche Folgen 65

und die Amplituden ¥ bilden eine monoton wachsende konvexe Folge aus
positiven Elementen. Da noch der Integrand -in dem elliptischen Normal.
integral II Gattung ' '

¥
E (k, V) = f VI = kst pdy
1]

positiv ist und monoton abnimmt, so sind alle Voraussetzungen des
Hilfssatzes erfillt. Somit ist der Satz III bewiesen.

”

3. Von Interesse sind noch die Grenzfille k=0 und #=1. Fiir k=0
haben die Integrale E (k,¥) und F (k1) denselben Wert J, und man
ersieht dass auch die Amplitudeniolge {V.} eine Turdnsche ist, wenn nur

vebt Y
\lfvz "1/ -] : ‘1’ 1

»

d. h. aritmetische Folgen sind Turanscher Art.

Fir k=1 reduziert sich E (k, V) auf siny und man ersieht dass die
Folge {sin¥,} Turanscher Art ist, wenn nur

gt gy cosy, (21,2001 %20, ()

Wenn man diesem Resultat das Resultat von Koschmieder fiir die Funk-
tion sn(uny+B) fir k=0 d.h. sin(any+fB) danebenstellt, so ersicht
man dass in der Determinante

sin[a(n— 1)y +B] sin(any +B)
sin (any + B) sin[a(n+ 1)¥ +B]

die Argumenten von Sinus eine aritmetische Folge bilden. In unserem
Falle gehoren diese Argumente einer ganz anderen Folge.

Erwihnen wir noch dass sich fir k=1 die Integrale F(k, ¢) auf
log tg (n/4+¢/2) reduzieren, und zwar unter denselben Bedingungen (6)
fir die Argumente ¢.
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