LES DERIVEES COVARIANTES INTRINSEQUES DANS
L'ESPACE X, A CONNEXION METRIQUE

M. PRVANOVIC (Novi Sad)

1. OBJET DU TRAVAIL. — Dans ce qui suit nous considérerons un
espace & n dimensions X, rapporté aux coordonnées x%,x% ...x" et doué
d’'une métrique positive et définite

(1.1) ds?=a; dx! dx/ ik, ...=1,2,...,n)

c’est 2 dire d’un tenseur fondamental a;;=gq;, et d’'une connexion F;k(x)
qui n’est pas symétrique. Alors,

: 1 ; .
(1.2) = 5 (Tje— i) = T

oit Tj sont les composantes du tenseur de torsion. Donc, X, est un espace
4 connexion métrique [1].

Envisageons dans X, un systéme de référence formé par un n-tuple
de congruences de courbes orientées, linéairement indépendantes. L’étude
intrinséque d’espace X, se fait par rapport & un tel systéme de référence.

M. St. Petrescu [2] a étudié P'espace X, dc ce point de vue.
I a introduit la notion des composantes intrinsdques de la connexion
de P'espace, ainsi que la dérivée covariante intrinséque d’un vecteur..
Cependant, on peut montrer:
i

1) qu'il existe deux systémes des composantes intrinséques de I'y;
2) que chaque vecteur de X, admet quatre dérivées covariantes
intrinséques.

Ce sera le but du présent travail. En continuant ces recherches,
nous allons:

3) généraliser, pour les tenseurs, les considérations 2);

4) donner quelques applications des résultats précédants.
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2. NOTATIONS ET RELATIONS PRELIMINAIRES. — lLa connexion I‘;ik
n'étant pas symétrique, un vecteur quelconque V¢ d’espace X, a deux
dérivées covariantes:

i th . , i aV1 ) ,
(2.1) Vk V= — + F;k V’, Vi V= o= — + r;‘, %8
dxk dxk
Plus généralement nous avons:
Il
Iidg . ip oVit-dr
+o = = Jifz---la rh V!‘fz...i;p )
Vkv Iilav iy oxk - tk !'1---1:1+
-—— +
2.2 + Tl vhtlsedp Tyl
( ) kt Ji-eedg + + kt I dq
. i. il"-!P — — t. !1-..1p . { ]1...1p
Thi, V tojy " Chjg_, V Ji-dq atiq TV (A P

L’identité qui affirme que la dérivée covariante du tenseur fonda-
mental a;,, par rapport a Tj;, est nulle s’exprime sous trois formes dif-
férentes, a savoir:

(2.3) \/ a;ﬁ f%{i—’f ~Thay~Tya,=0,
%
da,;
(2.4) Vkﬂg_jigagi - I‘I{'ia!j_rija‘tzoa
- %
Ba” t t
(2,5) V,‘a_},‘iswnrika,jﬂl"k,a,,z&

Les n2(n+1/2 équations (2.3) et les n*(n—1)/2 équations (1.2) for-
ment un systéme de n? équations qui suifit & déterminer les n® inconnus
I'le- En résolvant ce systéme on obtient:

(2.6) = {.f } + T2 Ty,
ik
ot { ,I} sont les symboles de Christoffel de seconde espéce formés avec

ik
les a,;, et [2]

2.7) Tlje=a" agm T}

i 1 i
T.(jk)EAé-(T.jk-f- T.kj].
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D’autre part, la résolution des équations (1.2) et (2.4) nous donne
({1, p. 1315 [2])

(2.8) Tje= { . ] +Tje~2 T
jk
Enfin, du systéme d’équations (1.2) et (2.5), nous obtenons:
; i
2.9 o= { ].
( ) ik ik
Donc.

L’espace X,, oit la conservation de la longueur d’un vecteur par le
transport par parallélisme est déterminée par (2.5%, est un espace riemannien

dont les coefficients de connexion ka soat les symboles de Christoffel {;{} ;
. I
les coefficients de connexion Ty d’espace X,, oit la conservation de la lon-

gueur d’un vecteur par le transport par parallélisme est déterminé par (2.3),
[(2.4)]) S’exprime s.us la forme (2.6) [(2.8)].

Ainsi, le tenseur fondamental a,; de la métrique (1.1) et le tenseur
Tfk re déterminent pas la connexion F;k qu'a l'aide d’une des équations
(2.3), (2.4) ou (2.5). Dans ce qui suit nous supposerons qu'on a (2.3) ou
(2.4), et que le tenseur Tfk de torsion est différent de zéro, car dans le
cas contraire (2.3) et (2.4) se réduisent A (2.5), ainsi que (2.6} et (2.8) se
réduisent a (2.9), de sorte que I'espace X, devient en tous cas un espace
riemannien.

Un n-tuple de congruences de courbes orientées indépendantes Cq
dans l'espace X, est défini par le systtme d’équations différentielles
simultanées

dxt  dx?® dxn
e TE T T e — y
SR V2 e
01 Yy (a,B,y,..-=1,2,...,n) sont les vecteurs contrevariants unitaires,

linéairement indépendantes. Si l'on désigne par A les réciproques du
déterminant |Ag|, nous avons

(2.10) MAF =8, A= ol

En désignant par ds* la différentielle de I'arc d’une courbe Cq nous
avons les formes de Pfaff:

(2.11) ds®= A dx',

Publications de I’lnstitut Mathématique 10
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d’oit I'on déduit immédiatement
2.12) dx’ = Nods®.

Vi(V,)) étant les composantes contrevariantes (covariantes) d’un
vecteur V de X,, nous appelons les quantités

(2.13) VE=2AF VY, Ve=X% Vi.

les composantes intrinséques [2] de V, par rapport a un tel n-uple. De
(2.13) il suit

(2.14) Vi=ALve, Vi=\f V.

Plus généralement, les composantes ordinaires Vi -+ IPf. ;. etlescom-
- . ., 1.0 ]g
posantes intrinséques d’un tenseur de X, sont lieés par

Oy oae O — )\« p i . jo iy 1
(‘2{15) ] pﬁl-.-ﬁq }\11 Lipp kﬁll kﬁquI thiq,
e
(2.16) Vieedp, = ni Ae 3B ABayeap .
fiedg T %p 1 iq . BBy

Ainsi, les composantes intrinséques du tenseur fondamental sont
2.17) Gapg= 0y 2 M, a®®=a’ 228
et la métrique de l'espace X, peut étre écrite sous la forme [2}

dsz= dap ds*dsB.

3. DEUX SYSTEMES DES COMPOSANTES INTRINSEQUES DE Tj. — Par-
. i
tons de I'expression Af A¥ V,V+. En vertu de (2.1), (2.12) et (2.14) nous avons

)\? )\.§ VkV‘;“= )\?}\.k (%;:M— + Vi F;k)

o9V
osY

= N +}xa )\1 V’I‘,’k—

ove N i
= s VP S P M VT
En différentiant la deuxiéme relation (2.10), nous obtenons
N
asY

axg
Y 35T
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de sorte que

i o . . i
(3.1) A AV vt = %XY +v3(xh{fxggr}k+ x;"%}’,).
Ainsi, en posant _
1 o XV ENY.LR) o a}\-;
(3.2) FﬁY =X\ }\r} Ay e+ P
nous avons ‘
ok H ava
MMV = S5
d’ott ~
i 1 o
(3.3) AF MV VE = vy Y
avec
1 o a Va 1
(3.4) ViVt = ot VETgy.

1 o

VyV+ désigne la premiére dérivée covariante intrinséque positive pour les
composantes contrevariantes intrinséques du vecteur V; c’est cette dérivée
covariante intrinséque qui était déja trouvée par M. St. Petrescu [2].

Les quantités (3.2) font le systtme des composantes intrinséques
introduit dans [2]; nous lappelerons le premier systéme des composantes
intrinséques de la connexion Tj.

De méme, la premiére dérivée covariante positive intrinseque pour
les composantes covariantes V, s’exprime sous la forme

1
14 !
(35) R O
elle est liée & la dérivée ordinaire par la relation
. 1
(3.6) Mg MV V= Vy Ve
+ +

Considérons, maintenant, l’expression
v’
}\. }\-YVkV —)\ }\\ (0 P +F',,,V’)

d’ott, en vertu de (2.12), (2.14) et (3.1) nous déduisons

MM VeV = ade VB gk; + A MM VAT
ava a a)\-
= o957 + VB()\ }\3}\YI“,,,+ s $ }\l)-
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Donc,
i 2
(3.7) MM Ve V—=Vy Vi,
ot ; ‘
2 oa Yt oz,
(3.8) VyV+= 35T + I‘gw_vp

est la deuxiéme dérivée covariante positive intrinséque des composantes
contrevariantes intrinséque du vecteur V, et

2 . i
(3.9) [% = AN AkT 4 Ohe

o
dsY M

est le deuxiéme systéme des composantes intrinséques de la connexion l"fk.

Il est facile a voir qu’'on a, pour les composantes covariantes iutrin-
seques de V,

2
o0Ve 2
(3.10) vy Vi =50 Gy Va
et
R 2
(3.11) Mk =v5vi.
En substituant dans (3.9) l'expression (1.2) pour ka, nous obtenons
2 1
(3.12) My =T —27T5
on [2]
(3.13) T =20 MM T

Les relations (3.12) et (3.13) montrent que dans le cas d’espace
riemannien, c’est a dire quand Tfk=0, les deux systémes des composantes

1 2
intrinseques I'sy et I'gy coincident.

D’autre part, retranchant I’équation (3.7) de (3.3) et en tenant compte
de (3.4), (3.8) et (3.1:) nous avons:

(3.14) MM (Ve V-V Vo) =2 VP TS,
Cette relation donne une interprétation géométrique du tenseur Tgy.

De la méme maniére on démonire que

(3.15) M A (Ve fo ViVi)= -2V, TSy,
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Dans les équations (3.3) et (3.7) apparaissent seulement les dérivées

i
covariantes infrinséques positives. Mais les connexions intrinséques Iy et
2
I'%, comme on le voit de (3.2) et (3.9), ne sont pas symétriques. Donc,
nous pouvons aussi considérer les dérivées covariantes intrinséques négatives

du vecteur V, c’est a dire

1 o a o

oV 2
(3.16) Ve Vo= S

2 o
+1“\gvB V= S + IV,

Nous établirons les liaisons -enire ces dérivées et les dérivées ordi-
naires du vecteur V. En effet,

. v’ g o
Ym 10M B o OM
Vi V=0 e VS +v(x)>n,+:«1 d.s)
v’ 3 0y « 0N
=1°‘x$a A M VT + VP - Sl + VAN A 'ax}\‘”
1 ;
:}\?}w(gv )+ VS}\J—;}\\(S“% — T A )+ Ve W R“(?“ +rk;)\\)
c’est a dire
1 o i . i
(3.17) VeV = AV VT 4+ V(M VAT AT V).

De méme nous obfenons

1 ) i i
(3.18) VyVa=2e My, VitV (M Vg —2V07)
2 o i . i
(3.19) vV =2 v vt V’(k{kak‘,l + A0SV, AT)
2 . i i
(8.20) Vi Va=Xe 2y, Vj_+ V(v g - W ).

Nous voyons, donc, que la connexion % despace X, admet deux
systémes des composantes intrinséques, (3.2) et (3.9), et qu'ad chaque vecteur
Vi de X, on peut associer qualre dérivées covariantes intrinséques, a savoir
(3.4), (3.8) et (3.16).

Ces quatre dérivées covariantes intrinséques sont liées entre eux par
des relations interéssant. En effet, de (3.19) et (3.17) il suit

2 o 1 o i i
(3.21) Vy V=—Vy V== A A (Ve V=V V)
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parce que . ‘
H H
MV ATV AT = MV 2 A vt
+ o
ce qu'il est facile de constater.

En comparant les équations (3.14) et (3.21) nous voyons que

-
(3.22) Vy V== Vy V-=2VE T,

Cette relation donne une nouvelle interprétation géométriqne du tenseur Tg..

D’autre i:art en vertu de (3.3) et (3.7), nous avons

I o 2 4 i i
(3.23) Vi V=V V=28 2V, V=V, V).

De (3.21) et (3.23) nous obtenons
2 o 1 a 1 24 2 o
(3.24) Vy Vo=V V==V V-V U,

ce que nous pouvons €écrire sous la forme
! o @ 2 « o
(3.25) Vy (V4 V) =V (V4 V)

4. LES DERIVEES COVARIANTES INTRINSEQUES ASSOCIFES AUX TEN-

SEURS DE Xn. — Envisageons Vexpression }\\ A }\ﬁ 3\2\ Vi Vi{ (. En vertu de
+
(2.2), (2.12), (2.16), (3.1), (3.2) et (3.9) nous avons

}\Ylu)\' AV V+: z—}w M AN (%V‘: + i Vir- TheVie— T V;:t)
avﬁ}. i a}‘-a o ai\p 6)\)\
=550 Vg Va5 — VEeM 53
+ MMM VL The— MM AT VA T~ MM N VE T
vy Nl N
= 35 ?} + VBK (}"Y AF }‘-t tk‘f‘“ A 5}%) - V;\ ()\{{}\ }‘-rrzk‘i‘}‘; e \ﬁ)
NN ¢ OhL
- Vﬁf(’*\' M AT+ 2 *5§§r>
Ve

1 1. 1
= + Vg}\ I‘:‘Y - V? A Fé}’," Vgr I‘iy

asy
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c’est A dire
1

MAF WAV, /l—Vx V+M
++ -+ -+

De la méme maniére nous obtenons, plus généralement,

P ; . 5}1{: 1 al...i
. AN A% M M . . =Vy VT
(4 1) Y i ip B qukv Iteen g \V 1---§q
) + + + o+

et ausst
49 NIC ] i Ii...ip 2 il,..cxp

. 1L ATP A A - -, . =Vy + .
( ) Y}\ll k-lp Bl B‘;Vkv —]1...-]-(1 V\v _FE_I'“_E(]

Les relations (4.1) et (4.2) généralisent (3.3) et (3.7) respectivement.
Pour obtenir des relations analogues aux (3.17) — (3.20), remarquons
qu'on a par définition,

1 o ﬁ a V(IB

. 1 H
ViV Ts= T [%, VP, 1 T8, Vo%, — Ty Vo8,

d'ott, en vertu de (3.2) et (2.15),

L ) T d i 0N i Y i g
V\ E: 357 )\?‘}\f}\5+V’ :ﬁ_}\ﬁ}\& de) 38 ’}\§+de)\a de$
. i !
+ VP (}\“)\\ M T+ Af 3)‘ )+ Ve (x’*x, M+ P ?‘r)
o Ny
v (Mg )
P oV, 1 ij
=Ay N A A *a*ﬁﬂLV d Tkt + VTl = VY Thy
+ VB LAl (gki Fitkﬁ-’)ﬂ A (3“, +l"fl,‘A{‘-)]+
w | nf d
+vf5xx(a L 'x5)+x3xr(d‘+r )]
[ d ~d
- . k[ OX .
+ V2, k.’m"(o 2 +rkt1;,> mg(%} +r,‘3tx,"-)},
c’est a dire
N i
vy =z aBad ViV at VY 4 W2 xﬁ(x,vkxﬁx“v,}ﬁ)

t
+ VAN (vl 108y, }Q-LJ + VIS A (A v, xg— 18V ad).
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Plus généralement,

é VU.1...(lp k « @ l I i1...[p
V- = =ATA% AT N, eV, V— -
! BrewBy Ty Mg M YT T
o it i ‘ j
4.3 + Vieds—altlsyqa..adp c AT Qs A%+ “p A1, Na
( ) t:E[I Jie-ciqg it Is—q }\1s+1 )\ip B }\'/q
is
(Ve A £ A V)
+ Vi A% A“nxll. Ms—1 Ms+1 oo Mo
ch < ds—1tis4q. -lq i ° B1 B.— Bs+1 )‘Bq
t
k — +
. (x\_ \ xBS — M Vi 2l
et aussi
2 V(Il.,.(lp [()\(1 @ ! I i]...—;.‘p
VyV— - L = LI St 20 VAU WUV 74 o . .
) Bi..-By }\Y 1 ip B By "V _/l:..._{_q

Jieedig i is—1 sty ip B q

i
(4.4) + Ep V]l...is_ltls-}-i...ip. AT, NTs—1 x G541, A% M1 ”.).jq_
=1,

i
NN CIRI B
Y t is Y

+ Vi1 A% )\‘lp )\/1 )\’s 1 }\l\+1 .. )\iq.
tE/ vls—qtisqqadg I » Bs—1 Bs+1 B9
1

k +
-(x\.v,c v,g — )\é \/R v}

Utilisant (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4), on peut facilement généraliser
les relations (3.21) — (3.25).

5. CONSIDERATIONS SUR LES COMPOSANTES INTRINSEQUES f‘g\‘ ET
Iz‘gy DE LA CONNEXION Ti,. La partie assymétrique des composantes I]“g\
sécrit .
Fi =2 MM Tha + 4 28 (g;‘;‘ - 321)
ou, en introduisant la notation

1 o0y
5.1 Bl b Y oy
(1) 2 A ( osY  9sP )
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et en tepant compte de (1.2) et (3.13), sous la-forme

(5.2) Py = T + ooy
Pour la partie assymétrique des composantes 12*3,~, nous avons
(5.3) Iz"ﬁm = =3 Tay+why.
D’autre part, il est facile & voir que
(54) M = T,
(5.5) Ty = T~ T .
(5.6) My = Lot TS —

Considérons, maintenant, I'espace X,, détérminé par la condition
(2.3). En vertu de (2.17) et (4.1), c’est-2-dire de
. . 1
MMM Via; j= Vyag s
++ ++
cette condition se réduit a
1 1 1
Vrag g z%"g — 83Ty — e Ty =0.

Aprés une permutation circvlaire des indices o, B, y et sommation
convenable des égalités ainsi obtenues, nous trouvons

T Yt ! € YT ! g ! T .
{ } =a' e Ty + @' gge vy + Do)y
Laf :
d’ott, en tenant compte de (5.2) et (5.5), résulte
1
(5.7) L = { ;} T+ @l +2 Tl e+ 2 Wl
o

Ici, {: ] désignent les symboles de Christoffel de seconde espéce formés

avec lis coefficients aq3, et Tlq3 et wlqy ont, respectivement, la fﬁrme {2}
Tlaa=aP a3 Tay, wlay=a" 0y wis. |

“En vertu de (3.12), nous déduisons de (5.7)

L2 T
(5.8) o8 = {as} = Taa+ Wi+ 2 Tliag) +2 l(ap),
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Quand TPespace X, est déterminé par la condition (2.4), nous obte-
nons de la méme maniére

1 T
(5.9) zg = {QB} + T;r; + UJ;;& +2 (vr(alq)-i- 6 T?(afa)
et
5 1 2:’ T T T k4 T
(5.10) Faﬁ: {GB '"Taﬁ+waﬁ+2w-(aﬁ)+67-(aﬁ)-

Donc:

1 2
L’espace X, étant déterminé par la condition (2.3) [(2.4)], I’E;g et Tap
s’expriment respectivement sous la forme (5.7) et (5.8) [(5.9) et (5.10)].

6. QUELQUES APPLICATIONS DES RESULTAS PRECEDANTS. — a) Sup-
posons en particulier qu’on ait

1
6.1) Iy =0.
Alors, nous avons de (3.2)
)y kel C aklp
MMM = -2 5CF,

d’ott

; A
(6.2) M= — 22228,

Donc, en calculant. la dérivée covariante Vk)\ &, nous obtenons:

)\z ‘fx }\.i . i i
gm+r,k>d Oha _ Ohp yay; 0N Ne e g

;
+
Vi ke = dxk dx* 9x%  oxk

La dérivée covariante positive des n vecteurs My étant toujours nulle, il en
résulte qu'ils se transportent par parallélisme positive dans toutes les
directions de l'espace X,. Par conséquent, nous pouvons dire:

Si la condition (6.1) est satisfaite, I'espace X, admet un parallélisme
positif absolut et réciproquement.

Si I'on tient compte de (6.2) et (5.1), I’équation (3.9) devient
o ~af N N
g =27 (S8 - 7] ~2
d’on
2(1
F'egn=0,
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et
2 i i
; a)\a 21:' i a}\‘\"
V\(}\%—: _ds—\: bt T«Y}\ = T)S—d.
Les considérations analogues du cas particulier dans lequel on a
2
6.3) Fay=0,
nous “donnent _
; o\a
rf’(fz "}\% axk 3
d’oit _
H
Vidg =0.
Donc:

Si la condition (6.3) est satisfaite, I'espace X, admet un parallélisme
négatif absolu et réciproquement.

Sous la condition (6.3) nous avons aussi

1 1 R ) A
iy e (X . & = ! — _l_
Fey=2wpy, Tep=0, Vy « = g -

b) Soient {* les composantes intrinséques contrevariantes du champ
de vecteurs unitaires tangents 2 une courbe C. Alors, nous pouvons con-
sidérer quatre vecteurs de courbure de C, 4 savoir

1. 2 o

K 1 « N 1 . " 20 2 o . 9 & "
(64) kT=vyftot', k=t ", kt=vertof, kT =vet o f,

Mais, dans le cas oit la courbe C est une courbe Cq du n-tuple
donné de congruences, nous avons.

(6.5) t" =2k =8k,

et de (6.4) il s’en suit que

1 Ip 1 2p 2p 2
kt=k—=Thae, kt=k—=The (afixe).

Cependant, a cause de (3.12) et de I'assymétrie du tenseur de torsion, on a

p 1p 2p 2@
c’est-a-dire:
Les quatre vecteurs de courbure de le courbe Cq du n-tuple de con-
gruences coincident,
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we étant les composantes intrinséques d’un champ arbitraire de
vecteurs unitaires w d’espace X,, nous pouvons définir quatre vecteurs
associés de courbure du champ w par rapport & la courbe C, & savoir

la Y la 1 Y 2a 2 o v 20 2 o v

ct= V\ w+t c—=Vy w1 ct=Vywtt | c—=Vywt',

Quand C est une courbe C, de congruences et w constituent le
champ de vecteurs unitaires tangents aux courbes C3 du n-tuple, nous
avons, a coté de (6.5,

w' ~l 85,

de sorte que
1 1 tp 1

B 1
o= V. xB AV=Thy, o =Verg M =T,
pY

BY

2n 2 11 2 2}1 2 »

ct= V. }\.g )\;‘ = I“g\-, / —=V, )\B Fyﬁ

BY B\

De ces relations nous obtenons

2p Ip 2p 1p .
ct—ct=-2Th, c——c=-2Th,
gy BY BY  BY

2p 1p 1
c++ cT=ct+c.
By By BY Y

c) Nous pouvons, dans l'espace X,, definir quatre sortes de coei-
ficients de rotation de Ricci, relativement a un n-tuple donné de congru-
ences, c’est-a-dire :

1 1 2 !
Y=V xn M Ay, YRy =V A BT,

3 2 4 2 .
SeSag b, Tt

De ces relations et de (6.5) nous déduisons:

la la 20: la 3ct 2(1 4(1 Za
vev=—Tpv, vgvr=—Twp vpr=-Ta, var=—Tv

(Recu le 18.X.1960)
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