Théoréme sur les intégrales curvilignes.

Par

MICHEL PETROVITCH

1. D’aprés le théoréme hien connu de Darboux, l'intégrale

) I- f f12) dz
L

prise le long d’un chemin L sur lequel f(2) est holomorphe,
peut s’écrire

2 I1=2.f(§).s,

s étant la longueur du chemin, & laffixe d’'un point de ce che-
min et » laffixe d’un point A I'intérieur du cercle de rayon 1
ayant l'origine comme centre.

Je me propose de montrer que, certaines conditions étant
remplies, le facteur )\ de Darboux peut éfre remplacé par un
facteur plus précis p, représentant I'affixe d’'un point a Uintérienr
de la couronne circulaire comprisz entre deux cercles de rayons
fixes, ayant U'origine comme centre.

On aura ainsi, non seulement une limite supérieure (celle
de Darboux), mais aussi une limite inférieure pour l'intégrale /,
non fournie par aucun théoréme actuellement connu. De plus,
les deux bords de la couronne circulaire sont effectivement at-
teintes dans des cas particuliers.

Supposons d’abord le chemin d’intégration L tel que le
long de ce chemin I'élément intégral f(2) dz ') ne change pas

dz
1y Autrement dit Vargument du nombre fz) @
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de quadrant délimité par les axes orthogonaux des coordonnées
xOy dans le plan de la variable 2.

Soit
Z=x+yi, f12) = fix+yi) = P1-Qi,
f(z) dz=M+Ni ,
oll
M = Pdx—Qdy ,
(3)
N=Qdx-+Pdy .

Posons, pour abréger

fM = f(de—~Qa’y)= U,
L L

(4)

[N = f(de-i—de)V
i i

et désignos par M, N, U, V' les valeurs absolues respectives

des quantités réelles M, N, U, V. On aura

\/(2) dz| = M+ Ni| = \M*+ N* =
®) A
“VMP N = MM +N')

oft ) est un facteur compris entre \—% et 1. Par suite on aura
©) [0 azi= [ra+m),
L L

et, M/, N’ ¢tant réels et positifs, le théoréme commun de la
moyenne fournit

@) f!f(Z)dZiGUM’-l—fN’],
1 L L

ot O est un facteur compris entre\-% et 1.

D’autre part, on aura
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11[=U.(M+Ni)i=UM+ing =
i L L

N U+iVI-VUF¥ V2=
“NUP+VE=0(U+ V),

(8)

olt 0" est également un facteur compris entre

f

1
-~ et 1.
V2

Comme M et N ne changent pas de signe le long de I'arc

L, on a
fM/ = fval. abs. M = val, abs.fM ,
i #

L

IN’ = jvai. abs. N = val. abs.fN,
L L L

U —-val. abs. U = val. abs.fM: fM’,

€

L L
(10)
V' = val, abs. V -=val, abs.fN— fN’,
L L

et par suite, d’aprés (8)

(i) !11-9’(fM’+LfN’).

L

Divisant (11) par (7) on trouve

e,
f A dz) Y
L
ou bien
(12) | f 1) dd o0 f ) dz
‘L L

0” étant un facteur compris entre ;15 et V2. Or, comme le pre.

mier membre de (12) ne surpasse jamais la valeur
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[ 1) dz1,
i

on peut écrire

(13) ;[ﬂz) dz! =r‘f|f(z) dzi,
i i

ot r, est compris entre \/1—5 et 1.

D’autre part, on a
N2 dzl = /(7)) . | dz|=| (2} ] ds,

olt ds est I’élément de I'arc L. On aura donc

Lf 17(2) dz) - f A2)| ds

et Iintégrale du second membre de (13) s’écrit, en vertu du
théoréme commun de la moyenne

(14) f D) | ds=1f®)] s,
L

ot & est l'affixe d’un point situé sur 'arc L entre ses deux ex-
trémités (x,, y,) et (x., Vo), s étant la longueur de L entre ces
extrémités.

Si 'on désigne alors par o 'argument de lintégrale /, on
aura, en vertu de (13)

(15) [0 = ne‘“f]f(z) dz ).
i

De méme, en désignant par g Pargument de f(§), on aura
. B
JO=11® e,

SO 1=f® e,
donc, d’aprés (15)
I=pf®).s,
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p=ne(“_*3) ‘
Or, p est Paffixe d’un point compris dans la région annu-
1
V2
et 1, ayant 'origine comme centre. On arrive ainsi au théoréme
suivant:

Toutes les fois que le long de larc dintégration L [léle-

ment intégrale f(z) dz ne change pas de quadrant délimité par
les axes des coordonnées orthogonaux dans le plan des z, l'in-

tégrale
I= f f(z) dz,
L
a pour valeur

(16) I=p.if®)]s,

olt s est la longueur de L, & laffixe d’un point situé sur L, et
p Laffixe d'un point situé & lintérieur de la couronne circu-

laire (C) limitée par les deux cercles de rayons respectifs

. . 1 .
laire comprise enire les cercles de rayons i et 1, ayant [lori-
gine comme cenire.

2. La condition du théoréme précédent, c’est-a-dire la con-
dition que P'élément intégral ne change pas de quadrant des
axes des coordonnées, sera toujours remplie par un arc L le
long duquel les variations de x sont monotones et qui, son
équation étant y = ¢(x), ne coupe entre ses extremités (x,, y,) et
(x5, y5) ni 'une ni Pautre des deux courbes

P(x, y)—(P/(x) Q(x, y) =0 3
Qlx, ) +¢'(x) Plx,y)=0.

Cette condition sera, par exemple, remplie par le segment
de droite (z,, z,) ne coupant entre 2, et 2z, ni 'une ni l'autre
des deux courbes

(17)

P(x, y)—a Q(x, y) =0,

(18)
Q(x) y)+a P(x’ y)=0:
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la counstante a avant pour valeur

q-Y2 "Vt
Xy — X,

Considérons le chemin L composé de deux segments de
droites, le premier parallele a Ox, passant par I'extremité z,, le

second paralléle a Oy, passant par 'extremité z, de L. Le long
du premier segment on a

M=P(x, y,),
N=Q(x, y)
et le long du second
M=—Qxs y),
N= P(xy, ).

Par suite, un tel chemin satisfera a la condition du théo-
1e¢me toutes les fois:

1° que ni P(x, y,) ni Q(x,y,) ne changent de signe lors-
que x varie de x, & Xx,;

2° que ni P(x,, y) ni Q(x, y) ne changent de signe lors-
que y varie de y, 3 p,.

On trouve de méme que la méme condition sera remplie
par le chemin L composé de deux segments de droites, le pre-
mier parallele & Ox passant par 2z, le second parellele 3 Oy
passant par 2z, toutes les {fois:

1° que ni P(x,, ¥) ni Q(x, y) ne changent de signe lors-
que y varie de y, A p,;

2% que ni P(x, y,) ni Q(x,y,) ne changent de signe lors-
que x varie de x, a X,

Une condition suffisante pour qu'un chemin L soit de la
nature supposée par le théoréme, peut s'énoncer sous la forme
géométrique suivante:

Considérons, dans le plan POQ de la fonction f(2), la
courbe G symétrique, par rapport a I'axe OQ, de la courbe re-
présentant f(2) (en supposant le systéme orthogonal POQ orienté
de manieére que l'axe OP soit parallele a 'axe Ox du systeme
x0y).

L’angle o du rayon vecteur enun point (P, Q) de la courbe
G, et I'angle 3 de la direction perpendiculaire a ce rayon vec-
teur sont donnés par
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(19) tgoc:———Q—, th:B.
Q
Pour que M ne s’annule pas le long de L, il suffit que le
long de cet arc la dérivée % différe constamment de % C’est

a-dire que la direction de la tangente en chaque point de L
difiere de la direction perpendiculaire au rayon vecteur au point
correspondant de la courbe G.

Pour que N ne s’annule pas le long de L, il suffit que le
long de cet arc % differe constamment de —%,
que la direction de la tangente en chaque point de L différe
de la direction du rayon vecteur au point correspondant de G.
Par suite:

L’élément intégral ne changera pas de quadrant le long
de tout arc L le long duquel aucune tangente et aucune nor-
male a cet arc ne soient paralléles au rayon vecteur du point
correspondant de la courbe G.

c’est-a - dire

3. Je rappelle maintenant que dans un travail antérieur ')
jai demontré l'inégalité analogue relative aux sommes firies, 2
savoir: ’

Lorsque les nombres a,, a,, . . . ayn Sont fous silu.s dans
un méme quadrant des axes des coordonnées, on a

n n ,
Y a{=nY lai,
k=1

k=1

(20)

olt v est un facteur compris enitre % el 1.
Il est évident que de cette relation I'on déduit la relafion
analogue a (13) en prenant

(21) ax = () (2 — 2i-1) k=1,2,...n,

oll zx et & sont des affixes des points repartis sur le chemin L,
de telle sorte que & se trouve entre 21 et zx. Il suffit de faire
tendre n vers linfini de maniére que toutes Jes distances
| 2k — zxk—1| tendent vers zéro.

Y Module d’une somune (Enseignement mathématique XIX, p. 53—56,
Genéve 1917),
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Cependant, la relation (20) se préte a la généralisation sui-
vante qui permet de généraliser la relation (13):
Lorsque tous les nombres a,, a,, . . . an Sont situés dans
un angle douverture 2<w, ayant son sommet a lorigine, on a
la double inégalité
n
=¥ lax .

22) cos ;‘2 la | =
k==1 k=1

n
¥ a
k=1

La seconde de ces inégalités est évidente. Pour démontrer
la premiére, posons

ajzpjeej[ (j“’“lsgi 3)" 'n)

et cherchons le minimum de I'expression

? Py 4 P'Zeezi'f‘ o oFpn eeﬂil

T =
p1+pet. . . +pn
lorsque
pi =0 (J=1,2,3,...n
et
(23) o<LBi<agtrizatn (/j=1,2,3,...m.

En supposant d’abord les p; fixes, pour que l'expression
T, et par suite I'expression

ISni=£ijeei{
i=1

~(
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prenne sa plus petite valeur sous les conditions (23), il faut que
les 6; soient égaux & o, ou bien a «+2. En effet, comme on
le montre facilement:
1° Pargument de S, est également compris entre « et a+2;
2° 8,-1 étant un point d’affixe situé dans ce méme angle,
Pexpression

| Sn [=1Sn—1+pn €%]
ne peut prendre sa plus petite valeur que pour
Oh = o ou 00 = a+2.

Il s’en suit que, si 'on désigne dans ce minimum par p/,
resp. p” la somme des modules des éléments ¢; dont les argu-
ments sont égaux a o, resp. a a-+2L, 'expression T peut s’écrire

|peri+pre@ D | p'4p"eM| | 14peM]

T-= 7 7 7 77
p'+p P +p I4+p

3

ot 'on a posé

Par suite on aura

_1+2pcos 2+ p®

2
T (T+pP

et 'on s’assure facilement que cette expression prend sa plus
petite valeur (pour les p positifs) lorsque p=1, ce minimum
. o 2
étant cos 5 -

Donc, avec les conditions imposées aux nombres a;, T ne

. A C

peut pas prendre une valeur plus petite que cosz, ce qui dé-
montre la premiére des inégalités (22).

Si I'on prend alors pour les a; les expressions (21), et en
faisant le méme passage a la limite que précédemment, on ar-
rive au théoréme suivant:

Théoréme: Toules les fois que, le long de larc dinté-
gration L, l'élément intégral f(z) dz') ne sort pas d'un angle

dz
1) Autrement dit'argument du nombre f(z) o
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d’ouverture r.<wm ayant son centre a lorigine, lUintégrale

I= f f(z) dz
L
a pour valeur

I=p.. f®)].s,

ot s est la longueur de L, & Iaffixe d’un point situé sur L, et
v laffixe d’un point situé a linférieur de la couronne circulaire
comprise entre les cercles de rayons respectifs

cos g et 1

ayant lorigine comme centre.

4. Les cas limites du théoréeme, a I'égard du facteur p,
sont ceux ot le point d’affixe p se trouve
A} ou bien sur le cercle de rayon 1;

B) ou bien sur le cercle de rayon cosg .
Dans le cas particulier ot I'élément intégral fz) dz ne

change pas de quadrant, on a A=g et le cercle limite du cas

1
B a pour rayon — .
p y \!2
Ces cas limites peuvent-ils étre effectivement atteints, et

dans quelles conditions?
Pour le voir, remarquons que, a et b étant positifs, le rapport

Va2 +2ab cos L+ b*
a+b

se réduit 4 1 pour 6=90, et & cos% pour a=0. Par conséquent,

le cas A) se présentera toutes les fois qu’on aura soit M'=0,
soit N'=0, c’est-a-dire foutes les fois que larc d’intégration sa-
tisfera a l'une ou l'autre des équations différentielles du pre-
mier ordre

(23) dy _Plx,y) dy_ Q%)
dx  Qx, )’ dx  Pxy’
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Il en sera, par exemple, ainsi lorsque, l'arc étant le segment
(x,, x,) de 'axe réel Ox, ou bien le segment (y,, y,) de I'axe
imaginaire Oy, la fonction f(z) est réelie ouw purement imagi-
naire le long de ce segment.

Le long du segment (x,, x,) on a

(22) M= P(x, 0) dx , N = Q(x, o) dx,
et le long du segment (y,, y,)
(23) M=—Qo,y) dy, N=P(o, y) dy;

I'une ou l'antre des valeurs M et N, et par suite aussi des va-
lesrs M et N, est nécéssairement nalle.

Il en sera de méme lorsque, l'arc étant un segment (2,, 2,)
de l'une ou l'autre bissectrice y=x, y=-—x des angles des axes
Ox et Oy, la fonction f(z) a le long de ce segment sa partie
réelle P et sa partie imaginaire Q égales en valeur absolue. Le
long du segment (z,,2,) on a, ou bien

(24) dy=dx, M-(P—Q)dx, N-=(P+Q)dx
on bien
(25) dy=—dx, M=P+Q)dx, M=(Q—P)dx
et Pune des valeurs M, N, et par suite aussi M, N', est nulle.
Le cas B) se présentera toutes les fois qu'on aura M =N/,

c’est-a-dire foutes les fois que l'arc d’intégration satisfera a l'une
ou lautre des équations différentielles du premier ordre

dy P(x,y) — Qlx, y)

dx  P(x, y) + Q(x, )’

dy _ P(x.y) + Qlx, y)

(26)

dx Q(xs _}’)——P(X, J’) .

Il en sera, par exemple, ainsi lorsque, Parc étant le seg-
ment (x,, X,) de 'axe Ox, ou bien le segment (y,, y;) de I'axe
Oy, la partie réelle P et la partie imaginaire Q de f(2) sont, le
long de ce segment égales en valeur absolue; on aalors le long
du segment M'=N',

Il en sera de méme lorsque, I'arc étant unsegment (2,, 2,)
de I'une ou lautre bissectrice y=x, y=—x, la fonction f(2) est
réelle ou purement imaginaire le long du segment.

Les conditions rattachées a 'une ou lautre paire d’équa-
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tions différentielles (21) et (26) se laissent encore présenter sous
la forme géométrique suivante:

Envisageons la courbe G considérée dans ce qui précéde
(la syméirique de la courbe f(2) par rapport a I'axe OQ) et la
symétrique G’ de la courbe (1+i) f(z) par rapport 3 OQ. Les
deux rapports

Q P

*‘"'ﬁ et "Q
sont les coefficients angulaires respectifs du rayon vecteur du
point (P, Q) sur la courbe G, et celui de sa direction perpen-
diculaire. Les deux rapports

P+Q
Q—pP

P—Q
et PrQ’
sont les coefficients angulaires respectifs du rayon vecteur (P, Q')
sur la courbe G’ et de sa direction perpendiculaire.

Les équations (21), s’éxcluant mutuellement, expriment que,
le long de I'arc d’intégration, ou bien la tangente, ou bien la
normale 4 cet arc, est constamment paralléle au rayon vecteur
du point correspondant de la courbe G.

Les équations (26), s’excluant aussi mutuellement, expriment
que, le long de cet arc, ou bien la tangente, ou bien la nor-
male, est paralléle au rayon vecteur du point correspondant de
a courbe G'. Par conséquent:

L'un ou lautre des cas limites A) et B) se présentera tou-
tes les fois que tout le long du chemin d'intégration ou bien la
tangente, ou bien la normale a ce chemin, est paralléle au rayon
vecteur du point correspondant de lune ou lautre des deux cour-
bes G et G

5. Les équations différentielles (21) et (26) fournissant les
cas limites du théoréme du § 1. s'intégrent toutes par quadra-
tures.

1° Pour intégrer 'équation

dy P
@7 ix~ 0’
posons pour abréger

PP QP=A
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et introduisons une nouvelle variable ¢ telle que (27) se décom-
pose en deux équations simultannées

ay _ P dx_Q
da A’ a A-
On en tire
dx+idy Q+iP __l.P—-Q[
¢ A A’
c’est-a-dire
e _ 1
a  fz)’
d’ont I'on tire
(28) t= —iff(z) dz+ const.

Comme ¢ est essentiellement réel, la partie imaginaire du
second membre de (28) doit étre nulle. L'intégrale générale de
(27) s’obtient donc en égalant A une constante arbitraire la partie
imaginaire de l'intégrale

qkaw,

c’est-a-dire la partie réelle de lintégrale

(29) f f(z)dz .
2° Pour intégrer 'équation
dy__Q
dx P
posons
de P dy_ Q
d A’ dt A’
d’ott

dx+idy _ P—Qi
at A

¢’est-3-dire
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dz _ 1
at 12’
d’ott I’on tire

t=ff(z)dz+const.

L’intégrale générale s’obtient donc en égalant 3 une con-
stante arbitraire réelle la partie imaginaire de l'intégrale (29).
3° Pour intégrer ’équation

dy P—Q
(30) dx = PTQ’

il suffit de remplacer dans le cas 1° la fonction f(z) par
(2) =(1+1) fiz) = (P—Q)+iP+Q).
4° Pour intégrer I’équation
dy P+Q

dx Q—P’
il suffit de remplacer dans le cas 1° la fonction f{(2) par
W(2) = (1) [2) = (P+ Q)+ Q- P).

Les chemins le long desquels la valeur de l'intégrale / at-
teindra effectivement 'une ou l'autre des limites assignées par
le théoréme du § 1, s’obtiennent donc en égalant & une con-
stante réelle la partie réelle ou la partie imaginaire d’une cer-

taine intégrale
f D(2) dz.

Comme il faut encore que le chemin passe une extremité
2, de l'arc d’intégration, ce chemin sera fourni par I’équation
exprimant que la partie réelle resp. la partie imaginaire de l'in

tégrale
&
f d(2) dz,
&1

est nulle. Pour que le chemin passe aussi par lautre extremité
z, de L, et par suite pour que la limite soit effectivement at-
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teinte, il faut et il suffit que la partie réelle, resp. la partie ima-
ginaire de lintégrale
Ko
f D(2) dz
LS

soit nulle.

Cartwright, (Labrador). juillet 1933.



