MEILLEURE APPROXIMATION ET CLASSES DE SATURATION
DU PROCEDE DE HOLDER DANS LES ESPACES C ET L”?®

S. ALIANCIC (Belgrade)

SOMMAIRE — On donne la meilleure approximation et la classe de sa-
turation du procédé de Holder itéré appliqué a la série de Fourler d’une fonc-

tion appartenant & T'espace C ou 4 LP, p>1.

INTRODUCTION ET RESULTATS

1. Soit E un espace de Banach séparable, réel ou complexe. Soit
{x*} une suite fermée d’éléments, {I,(x)} une suite totale de fonctionnelles
linéaires, ces deux suites étant biorthonormées. Alors, a tout x € E cor-
respond un développement en série biorthogonale

X~ i L (x) xv.

v=1

Soit I' un procédé de sommation triangulaire, appliqué a la série A= i a,,
=0
défini par ’
n—1
I (4)= E Y, n Gy

v=0

Soit ¢ (n) une fonction positive, décroissante et telle que ¢ ()0 lorsque
n-» oo.

Récemment J. Favard [3] a montré que si le procédé I' satisfait
a la condition

(1.1) 0<Kyo(n)<|l-vy,n|<Lyo(n)

1) Une partle des résultats contenus dans cet article se trouve (sans démonstratious)
déja dans une note publiée daas les Comptes rendus Paris, t. 246 (1958), p. 2567—9.
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alors

n—1
D ra=|x-3F Yunbh(x)x"|| =0[p(n)] wa lieu que lorsque x est

v=20

I'élément neutre de E;
(ii) il existe une variété linéaire = C E, non vide, telle que

x€Z <= rn=0[p (n)].

On donne a ¢ (n) et T le nom de la meilleure approximation respec-
tivement classe Jde saturation du procédé T.

En particulier, dans le cas du procédé de Cesaro C®, k entier, ap-
pliqué aux séries de Fourier ordinaires dans l'espace des fonctions conti-
nues C, 'ordre de la meilleure approximation est 1/n et la classe de satu-
ration est celle des fonctions x € C telles que la conjuguée x € Lip 1. On
a des résultats analogues lorsqu’on se place dans l'espace L ou dans
Iespace L?, p>1 (G. Alexits [1, 2], M. Zamansky [4, 5], J. Fa-
vard [3]).

2. Dans cette note nous allons établir des résultats semblables pour
le procédé de Holder H®. Les procédés C® et H®) étant équivalents au
point de vue de la sommation, il y a intérét 3 les comparer au point de
vue de l'approximation.

THEOREME. La meilleure approximation fournie par le procédé de
Hélder H® est d’ordre (log n)<=*/n et la classe de saturation de H® est

1° dans lespace C celle des fonctions x(t) telles que la conjuguée
x (€ Lipl;

20 dans Pespace L celle des fonctions x(t) telles que la conjuguée x(t)
soit a variation bornée;

3° dans l'espace L®, p>1, celle des fonctions x(t) telles que la con-
juguée x (t) soit équivalente & une fonction absolument continue admettant
p.p. une dérivée x'(t) € LP.

On trouve donc les mémes classes de saturation (quelque soit I'es-
pace envisagé) que dans le cas du procédé de Cesaro C®, mais avec un
ordre d’approximation différent. En comparant entre eux les procédés C®
et H® pour k fixe et les procédés H® pour différentes valeurs de &, on
voit, d'une part, que les procédés, équivalents au point de vue de la
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sommation, ne le sont pas au point de vue de I'approximation et, d’autre
part, qu'un procédé plus puissant dans un sens est effectivement plus
faible dans l'autre.

Le théoréme repose sur deux résultats: un portant sur les séries
numériques (ou appartenant 2 un espace de Banach) (lemme 1) et l'autre
faisant partie de la théorie des séries de Fourier (lemme 2). Dans ces
deux lemmes figure un procédé de sommation particulier

& n—1
9VA)= 3 W a,
v=0
oll

k—1
1) MBI _mFL uln (- Dknﬁk}+-(—ly+‘(1—-l)
n n

(k=11 """
avec
n 1 ] 1 Iy 1 Iy 1
(m) — e — il
(22 ma= ¥ o X DR D Y
ig=v41 'm Qp. q=vil Tml I=v+1 2 L=v41 1

LEMME 1. Pour que la série A=Za, soit sommuable-H® vers la somme
généralisée s et pour que

B
(2.3) mey4=oﬂ%%%» —l<a<+1,
il est nécessaire el suffisant que

log n B—k+1,
(2:4) 9wuﬂ=o[L§_%___,

oit B désigne la série Zva,.

LEMME 2. Soit T la série trigonométrique
1 -t .
5 T +Y (a, cos vt+b, sin v).
v=1

La condition
(2.5) ‘ | 9PAT) || ¢, p=0(1)

est nécessaire et suffisante pour que T soit

1° la série de Fourier d’une fonction bornée p.p., lorsqu’on se place
dans lespace C;
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2° la.dérivée formelle de la série de Fourier d’une fonction & variation
bornée lorsqu’on se place dans lespace L;

3° la série de Fourier d’une fonction appartenant & LP, p> 1, lors-
qu'on se place dans l'espace L7 .

Quant au procédé §®, nous remarquons qu’il est une combinaison
du procédé C™ et des moyennes logarithmiques itérées Lﬁ,"’(A) qui sont
definies par

(2 6) L (A) _ k i log‘f—iv L&=1) (A) LO (A)- Ela
. n IOg"' P = v 1" b n it v

En effet, il est facile & voir que

LI (A)= k! HE i a,
logh n = "o
d’ott
I{L(" D(A)— IL("—Z)(AH- A+ (— )ALL(I)(A)}
logn ogk—2n
(2.7)

+( )k+1 (k 1)! (l)(A)

k 11

On peut démontrer le lemme 1 directement, mais par un calcul un peu
fatiguant. Aussi nous préférons baser sa démonstration sur le résultat ana-
logue pour le procédé de Cesaro, a savoir:

LEMME 3. Pour que la série A=Za, soit sommable-C*®) vers la somme
généralisée s ef pour que

(2.8) c;lk>(A)-s=o(1°ng1), ~l<a <k,
no-H

il est nécessaire et suffisant que
2.9) Ct (B)=0 (10_8@),
na

ot B désigne la série 2va,.

Ce résultat, avec a=0 et B=0, se trouve déja chez G. Alexits
([2], lemmes 1 et 2) pour k=1 et pour k entier chez J. Favard ([3],
théorémes 1 et 2). Pour nous, seul le cas B==0 est intéressant; aussi nous
allons démontrer le lemme 3 au § 3, en donnant une démonstration nou-
velle et simple.
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Nous remarquons que dans le lemme 3, contrairement au lemme 1,

figure le méme procédé de sommation dans les deux énoncés.Aussi il ya
interét a juxtaposer I’expression explicite du procédé de Holder, a savoir

n-—1
HP )= 1% a,,

v=0
ol
v v _
@10 1L L el ),
n n
a celle du procédé §®.
DEMONSTRATIONS

3. Démonstration du lemme 3. Nous commengons par établir
les deux identités suivantes:

(3.1) (n+k&) [CP (A) — CEHV(A)] = P (B),
(3.2) Cﬁlk+l) (A)~C${‘_ﬁ" (A') - k+1 dlk) (B).

(n—1) (n+k)

En effet, étant donné que

Cf,"’(A):nil(l—l)(l———v—-)“'(l v )a,,,

S v=0 n n+1 —n+k—l

on a, d’une part,
| (n+k)[C2(4) - C*V (4))=

SO R (R

et, d’autre part,

CIY (4) - c¥HP (A) =
::g)(l _%) ' ”(1 —n-H:— 1 )[(1 _;z_:-—l;) "(1 —n_vl)]a”z

1 1 %)
=(———=—| Ci"’ (B).
(n—l n+k) = (B)

Publications de I'Institut Mathématique 8
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Pour démontrer que (2.8) =—> (2.9), nous remarquons d’abord que
pour a<k+1,

(2.8) —> C&HD (A)—s=0( log? )

na+1
En effet,
(k-+1) e 1 n v+ k-1 (k) _
CH () s_("”f)?:;l( ] )cv (A)-s
k+1

k+1

_ o(ﬁgﬂ),
na+1

L’affirmation (2.9) résulte alors de lidentité (3.1).
Inversement, (2.9) => (2.8). Les identités (3.2) et (2.9) donnent

YT (4) — D (4) = O(E’gs . )
nu+2

Donc, de
m—1
|CHD (4) - CRP ()Y 1CSH (4) - €8T ()|

résulte d’abord la convergence de la suite C¥'V(A), soit vers s, et en-
suite, en y faisant m »oo:

) _o(logfn
¢ (A)—S~O(na+l )

L’affirmation (2.8) résulte alors de l'identité (3.1).
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4. Démonstration du lemme 1. Pour k=1 le lemme 1 se
réduit 2

(4.1) H‘Q(A)--s=o<5’gp”><
ne+1

> $2(8) =0 (Eg5 n )
n(x

. 4. d. au lemme 3 avec k=1, car HW=gM = Cm,

Démontrons que le lemme 1 est vrai pour & = 2. Si Pon fait Ia
substitution

(4.2)

ap, n=1 2,
n(n+l) Ez,” *

dans les deux énoncés (4.1), on obtient, d’une part, au lieu de
n—-1
HY (A) = g+ 3 (1—l)av,
v=1 n

expression (voir (2.2) et (2.10))

a,+§;(1——) 2}1}1 ao+2 }LG}LZ(I-——-—> !

v(v+1) § v(v+1)
n—l1 1 n 1
=G+ Y pap { ‘‘‘‘‘ _}
=1 T oy=p-p1V

et, par conséquent, le premier énoncé dans (4.1) devient

logPn
HP (4)—s=0('%1).

D’autre part, en faisant la méme substitution dans

@9’(B)=:§;:; (1-2)vas,
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on obtient avec la notation (2.2)

(2]t e e E -2

ln—l 1 n—1 1 ]

—EP }1[ — =¥ 1+ —

y=p V+1 n y=p n y=p v+1

£S5 Ll B0 }l)}
= —(1-—}lpays.
g::o{ n e ( n w

Par conséquent, le deuxieéme énoncé dans (4.1) devient, d’aprés (2.1),

[
lognE X }Lap—O(lofa n)’

c.a. d.

(0 - o(121).

Donc, Paffirmation du lemme 1 est vrai pour k=2.

Supposons que le lemme est vrai pour un k_>2. La substitution
(4.2) transforme H(A) en HY T (A), donc 'énoncé (2.3) en

logfn
HED (A)—S=O(,T.§_—l—).

La méme substitution, en tenant compte de

—1
n 1 am) = (m+1)

= v + 1 v, }L'

3

transforme 5},") (B) en

2 X(k)

Vflv_l_l

= a (%)
2}111 2}1 }12)( e

(k—1)1 23t ~_ 1 [+l ( v)}
—_ a — Kk 7D —1+1 -
login 22" “v—pv+1{ (mon =+ (D + (DAL=
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n—1

B [0 [ o (1pen e (—1)+1 B (1 -

_ (k=D ]
log*—tn{Z,

k-1)! n=1 1
=lf)g"")n E na P[E—[n(k) — o (=1l +(_1)k+2(1_%>]

log n %3l
E 5 pay.

Donc, I’énoncé (2.4) devient

logn $EH (g = O[ (log m)P—k+1 ]
k ’

n“

ce qui donne

S+ (B) = O(IOgB—k_n) ,

na

C.Q.F.D.

5. Démonstration du lemme 2. Une moitié de lemme 2
(nécessité) repose sur la quasi-positivité du noyau

K® (1) = 5 Ly o 2 X§% cos vt

v=1

correspondant au procéde §®, c.a.d. sur le fait que

2n
f |KP (1)| dt=0 (1)

(voir [6], §4, p. 87).
Or, pour tout procédé T, le noyau correspondant Ki(t) est denné par
Kz (f)=T4(S),

ot § désigne la série 1/2 4 i cos vi. Donc, d’aprés (2.7),
v=1

K2 (0)=9(8) =

_ n-’il-l {L(k—x) (S) 0;1, Lf,k_z)(s)-i-""" ("l)k% (l)(s)}
+ (- E=DL o )

ogk 1
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d’on1
2
f RS (1) ] dt <
0

2n

<2(k—1)1{f|Lﬁ,"—"(S)|dt+ +f|1.$,"($)ldt+f|c“’(3)| dt}
0

On voit, donc, que la quasi-positivité du noyau K& (f) résulte de la quasi-
positivité des noyaux correspondants aux procédés C® et L. Pour C®
c’est bien connu. Pour L™ on a

1 (A) 1 &Cew

W gy Cn ~1 (4)
(5.1) La'(4) = log n Iogn,,%'l v
d’ott

fl

lf Ly (8)|dt = 0 (1)

2w
[1L9 )10 <
0

et pour L®, k=2,3,.., il i’y a qu'a remonter a la définition (2.6) du
procédé L®, d’oit

2n
[1Les)1d< i >:l°g" fw" b8y dt =0(1),

Ing n y=—1

et de raisonner par induction.

Nous remarquons encore que si T est la série de Fourier de x(f), alors

(5:2) ST > x (1) p. D

En effet, cela est vrai pour C® ([6], § 3, p. 49) et d’aprés (5.1) et (2.6)
pour Lt; donc, en tenant compte de (2.7), pour $U aussi.
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1° L’espace C. La conditions (2.5) est nécessaire. En effet, si T est
la série de Fourier d’'une fonction x(f) bornée p.p., on a

2x
S(1) =— [KIP (t-1) x(a) s
& 0
| 9 (T) |lc= O (1) résulte alors de la quasi-positivité du noyau K@ (#) et

du fait que |x(8)|<<M p.p.

La condition (2.5) est suifisante. Soit | P (T)| << M. Alors, pour
msn,

2n
20> [ [9 (1) dt-
TEO

1 n—1
> (% @+ Y (X¥R)? (a5+ b3) >

y=1

1 m—1
> (xR a2+ 3 ($)? (a5+ b3,

v=1

d’oil, lorsque n-» oo, résulte

m~1 .
Ypas+ 3 (ai+ b%) < 2M? pour tout m,

v=1

c. 2. d. la convergence de la série

Yyas + 3 (ab+ b3).
vy=1
D’apres le théoréme de Riesz—Fischer, T est la série de Fourier d’une fonc-
tion x(f) € L®. Donc, d’aprés (5.2), 9% (T)~ x(f) p. p.; en faisant n » co dans
|9 (T)| < M résulte alors | x (1) | <M p. p. '

2° L’espace L. La condition (2.5) est nécessaire. En effet, si T est
la dérivée formelle de la série de Fourier d’une fonction X(f) A variation
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bornée, on a par définition ([6], § 1.47, p. 8 et § 2.14, p. 16)

2n 2n

o= f cos ntdX (),  bn=-- f sin nt dX(1).
T 0 ﬂO
Dong,
1 2n
®(7) -— f K® (t—u) dX(u),
[H]
d’ot

2n
1
|99 (DI<—[1K¥ (-] |aX(@)].
0
En intégrant par rapport a ¢, on obtient

2x
l9®P (= [ 19P(niat<
0

2n 2%

1
< ot [k e-u1ax)-
0 0

2% 27
1 (%)
<7 [1ax@i [1kP w1
0 0

d’oit, le noyau K (t; étant quasi-positif et la fonction X(f) a variation
bornée, résulte I'aifirmation.

La condition (2.5) est suffisante. En effet, elle se traduit par le fait
que la suite de fonctions

t
x,,(t)=fg,$,"’(T)du, n=1,2,...
0

est a variation uniformément bornée dans (0,2xr). Comme X,(0)=0,
d’aprés le théoréme de Helly ([6], § 3.31, p. 80), il existe une suite par-
tielle X,,(t) uniformément bornée qui converge pour tout # vers une fonc-
tion X(f) A variation bornée.
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Or, pour n; >m
1 2xn
X®n, 0= -ﬂ—f@,‘,’?(T) cos mt dt =
0

2n

L X, @n)+ ™ f X, (1) sin mt dt
T
0

n

d’otl, en faisant n; oo et en appliquant le théoreme de Lebesgue, résulte

2n 2
A= lX(21t)+ﬂfX(z‘)sin mt dt =lf cos mit dX(t) .
T T T
0

0

Donc a,, et on démontre de la méme manitre pour by, sont les coeffi-
cients de la dérivée formelle de la série de Fourier d’une fonction a va-
riation bornée X(f), C.Q.F.D.

3% L’espace L?, p > 1. La condition (2.5) est nécessaire. Si T est la
série de Fourier d’une fonction x () € L?, on a

lﬁﬁk)(T)[g%fmff)(t—u)llx(uﬂdu.
0

En appliquant I'inégalité de Jensen (6], § 4.41, p. 68 avec @ (u)=ur) et
en tenant compte de la quasi-positivité du noyau K¥(f), on obtient en
premier lieu

2x
|9(T) f”<[-,1;f|1<¥1? (t-0)] |x @) du | <
0

2n
1 p—1
<1;f|l<f."’(t—u)|du] fle,k)(t—u)l [ x(u) P du <<
0

2n

< Mf|K§,")(t—-u)| |x (u) Pdu.
0



122 S. Aljanéié

En second lieu, en intégrant par rapport a ¢

19® (T) Il r = f 199 (NP dt<
0

2 2n

<M | dt | |KS(t—u)||x(u)}? du
J*]

2 2
gMﬁx(u)p’du .f| K®(t—u) | dt=0 (1),
0 0

d’oit la premiére moitié de laffirmation.

La condition (2.5) est suffisante. En appliquant T'inégalité de Holder
on obtient d’abord

|99 (T) o< E@mt—1e | 9 (T) ]I p =0 (1),

Donc, d’aprés 2° du lemme 2, T est la dérivée formelle de la série de
Fourier d’une fonction a variation bornée X(f). Or, on peut démontrer,
comme dans [6], § 4.33, p. 84, que X(f) est absolument continu; donc
([6], § 1.47, p. 8), en posant X'=x, T est la série de Fourier de x. Par

conséquent, d’aprés (5.2), & (T)»x p.p. Pour démontrer que xE L
nous remarquons que (2.5) entraine, en appliquant le lemme de Fatou,

2 2n
0 (1) > lim inf f| o (1) |’dt>f1x(t)|!’dt.
0 0

6. Démonstration du théoréme. Soit x un élément de I'un des
espaces C, L, L (p>1) et soit F

Y, a0+ a,cosvi+b, sinvt
v=I1

la série de Fourier de x. Appliquons-lui le procédé H®. Comme

log"n

|1—h$,’f’,,]~A,, , n->oo, avec A,>0,
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la condition (1.1) est bien satisfaite; la meilleure approximation fournie
par le procédé H® est donc d’ordre (log n)—1/n et H®> admet dans chacun
des espaces C, L, L” une classe de saturation.

Pour déterminer ces classes nous remarquons que le lemme 1, for-
mulé et demontré pour les séries numériques, s’étend immédiatement aux
séries dont les termes appartiennent & un espace vectoriel normé: en
effet, il n’y a qu'a remplacer les valeurs absolues par les normes dans la
formulation et dans la démonstration du lemme 1.

Grace a cette remarque, l'appliquation du lemme 1, avec a=0 et
B=k—1, 2 la série F donne: pour quon ait

k-—1
IHOE) - x ¢ 1o = 0(1——°g %)
n

il est nécessaire et suffisant qu’on ait
(6.1) 19% (F) llc, Lp=0 (1),

oit F désigne la série trigonométrique

f: v(a,cosvt+ b,sinvi).
v=1
D’aprés le lemme 2, (6.1) signifie que F est
1° la série de Fourier d’une fonction bornée p. p., lorsqu'on se place
dans l'espace C;
2° la dérivée formelle de la série de Fourier d’une fonction 2 varia-
tion bornée, lorsqu’'on se place dans lespace L;
3? la série de Fourier d’une fonction appartenant a L”, p > 1, lorsqu’on
se place dans l'espace L”.
Or, F mest que la dérivée formelle (au signe pres) de la série con-
juguée de x(f):
i (—a,sinvt + b, cos vt).

v=]

Par conséquent, si x (f) désigne la fonction conjuguée de x(f) (déterminée
a une constante additive prés par la fonction x (¢)), de 1°-3° résulte Paf-
firmation du théoréeme.

(Recu le 17 septembre 1958)
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