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Par
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SOMMAIRE. — Démonstration de I'existence d’une solution unique mono-
tone d'une équation fonctionnelle (ce dernier probléme étant déja traité [1] d’un
autre polnt de vue et dans les conditions tout a fait différentes).

1. — NOTATIONS. A tout nombre i=0,1,..., N on fait correspondre
une courbe continue, strictement croissante

J=h(,x) (x¢J=[a,ar)
avec
B (i, x) < h(i+1, x),

(1) h(0,a)=a,, h(N,az)=a,,

h(i,a)=h(i+1,a,).

On obtient ces courbes en appliquant la surface d’un cylindre sur un plan

aprés avoir fait tracer une curbe faisant N+1 fois le tour de ce cylindre.
A toute suite {d,} des nombres d,(v=0,1,2,...) dont chacun est

égal A un des nombres 0,1,...,N correspond une suite de fonctions

(2) ho (t)=‘h (dov 1), hyyy (D)=h, {h (dv+1 )
continues et strictement croissantes. On suppose toujours

hy (a)—h, (a)) |0 (v +00)
de sorte que
limh, ()=2 (z¢J,tgl)
e
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réalise une correspodance biunivoque entre les suites {d,} et les nombres
z ¢ J excepté les suites {d?} (i=1,2) définies par

dP=d? (w=01,...,k—1; k>1),
(3) d¥ =i, dP=i+1 (i=0,1,...,N=1; £k>0),
dD=N, dP=0 (v=k+1,k+2,...),

auxquelles correspond un méme nombre 2. On désignera ces nombres
exceptionnels par z, ou 2, suivant qu’il seront définis par {d}’} ou par
{d®). Par suite on écrira

(4a) z2={dy, dy, d,,...}={dy},

Z(‘)s{dn,d,,. “ey dk—l’dzl)l N,N,N,.-.}=={d(vl)},

(4b)
2e={dy &, ..., d—y,dD,0,0,0,...}={d®}.

En introduisant les notations
2W={d,, dy4y,...} n=0,1,2,...; 2M=2)
on a, d’aprés (2),
(5) 2 =h{dy, 2¥+Y}, z0+D=gl(d,, 20V},
g(i, t) étant la fonction inverse de £ (i,f) par rapport 2 .

Enfio, les nombres
0<eM=e(0)<e(l)< .- <e(N)=e@
étant donnés, & chaque nombre z {(4a) ou (4b)} corespond une suite

{e,} et une seule des nombres e, définis par e,=¢(d,), cette correspon-
dance étant biunivoque.

2. RESULTAT. — Le résultat de ce travail est donné par le

THEOREME. — Si f(2,1) (2€J, —oo< t <+ 00) est une fonction conti-
nue, strictement croissante par rapport aux variables z et t, remplissant les
conditions:

1° t((,” et Tf)" respectivement tt()z) et T&z’ étant deux solutions voisines de

I'équation
t=e® f(ay, 1),
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respeclivement de I'éguation

f—*:s(z)f(a,, t),
felles que

<TP<TP <A
et telles que entre TS et T® il n’existe aucune autre solution de ces
équations, on a

D f(z, H >t pour 2€J, 0 TP,
<

e@f(z,H<t pour 2€J, Tt 1P,
avec
(z—a) +(t—10) >0, @—aP+(—TP}>0, i=1,2;
20
e(i+1) _ flhliap), TP}
e () TG, ay), T} (i=0,1,...,N-1)
f{h (Ot ai)’ 7&“} > 0 *
alors on a:

L’équation fonctionnelle
(6) F(2)=¢of{2, Flg(dy, 2]} (2€J; ) <F (2) <1P)

admet une solution et une seule F(2)=E(z) strictement monotone, définie
presque partout dans J et comprise dans (t), 1§9). Cette solution croit de la

valeur §(a,)=TP jusqu'a la valeur E(ag)=T$.

3. DEMONSTRATION. — Considérons la suite définie par

7) X (2, )=tof(2,8), xvii(2z,)=x,{z, e f{z0FD, 8}

Sans faire usage de la condition 2° on démontre facilement les propriétés
a), b), ..., g) de la suite (7).

a) xy(2,f) est une fonction continue de f(—oo<f< +00) pour
chaque 2€J; pour chaque f elle est, par rapport 3 z, continue et stricte-
ment croissante par segments, admettant, en général, des sauts aux
point (4 b).

b) La fonction x, (z, ) est strictement croissante par rapport 2 ¢
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c) X (@, T T (Y <t <TP),
xy(a, ){TY (TOH <t<tP), (i=1,2).
xv(a;, TP)=TE,
d) Pour 2=z (i=1,2)
Xy (Zay» D1 Xy {28 (@) F{z0)®, TE), & <t< T,
xv @6 s 1) | Ximy (22 (@) £ {(20)®, TS TEP<t<aP,
(v +o0);
%y (20, T8~ )=y {2, € () F {z0)®, TS} (v > k5 i=1,2)
e) La suite (7) est croissante ou décroissante suivant que
T on TP L.
f) La suite (7) est bornée:
(8 xy(ay, ) Sxv (2,8) < x, (83, 1) (2 € 5= 0o £ +00)
d’oti, d’aprés b) et la définition des 1§, £, on a
< )<<@  (z€7, LD,

g) D’aprés e) et f), la suite (7) est convergente pour tout z € J et
pour tout ¢ € [§°, T} U[TS, @] et on a, d’apres (8) et ),

< limx, ()< T (284t i, TRIUTP, B).

Pour simplifier I'écriture on utilisera les notations:

E(z,)=limx, (2,0, k(2 f)=limx, (2, 1), E(z, )= 11m xy (2, 1);
Vo =)

7(z,)=§(z-0,1)= hmg(z,t), (2, )=E(240,1)= hmE(z,t)

z'rz z;z

Dans les conditions du Théoréme, y compris la condition 2°, on a:
0 (e, )=§Ga.t) ("<t << i=12),
9 § (2w, t){g} E(zapt) (9<t< (D),

I'égalité dans (9) n’étant valable que lorsque la condition 2° est vérifiée
par les égalités seules pour tour v=0,1,..., N—1.
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La premigre relation est en réalité d). (9) découle de 29, d), b) et
(1) tenant compte de ce que I’on a, d’aprés (4b), (3) et (1),

()= 1 (P, ;) = b (dD, a)) = (2)®.
i) E (2, 1) <E(2, 1)
(2,2 €4, 2,<z; t€@P, TOUTY, D).

En effet, pour z, =2, 23 =25 — 2 et 2zy €tant deux formes
d’'un méme nombre z données par (4b) — c’est (9).

Ce cas exclu, soit
2y = {dy, dy, dy, . .} < {do, dy, &;:"'} = 23,

2y et z, étant deux nombres quelconques de J. Alors. il existe un entier
k>0 tel que

dy=dy v=0,1,...,k—=1; k>0), p=dy < d (k>0).

Considérons maintenant les nombres (4b) avec df’ = p.‘. On aura évi-
demment
Zy < 2 = X < 22y

< <

oit sont valables simultanément ou les signes supérieurs ou les signes
inférieurs seulement.

A

Pour fixer les idées supposons 2, < z¢q) = 2 < 2,. On aura
(2)O< @)D, ()< @E)Y (=0,1,2,..),

g =ep < ef <e&; &< e®, eWLe (ik+1),
&, &, e, & correspondant respectivement aux nombres z,, 24, 2w, 2
et égalité (2,)D = ()@ ne pouvant étre valable que pour i>k+ 1
Par suite on a

(10) Xy (Z,, t) < xy (Z(l)» t)y Xy (2(2); t) \< Xy (Z,, f)

(v=01,2...; t<t<tP),

égalité dans la dernitre relation étant valable seulement lorsque 2z =z,.
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Pour v 0o, d’aprés (9) et g), on tire

E(zv t)<E(Z(1)! i) {§]E (z(:)! t) iE(zzv t)

(<t <TP ou TR <t < 1§, 0, <2, <2, < ay),

le premier signe d’égalité n’étant valable que lorsqu’ il en est de méme
dans 2° pour tout v=0, 1,..., N—1. Le deuxiéme signe d’égalité est
valable pour 2z,=2, seulement, A gauche on a mis < puisque, d’aprds
(10) et g), on a

E (20 D=xXe+s (210 E(2)**D, D) <Xerr (2ews TE)=E (203, 1)

On obtient un résultat. analogue aussi dans le cas 2, < z(y=2,) < 2;.

j) Les n(zf) sont strictement croissantes par rapport a z¢J et

indépendantes de t ¢ (§, 1Y) et, par conséquent, continues presque par-

tout dant J, et, si 'on désigne par J I'ensemble de leurs points de con-
tinuité, on a

n(z, )=1(2)=k(z H=E@)=n(z )=n(2)  z¢€J;
1(5 H=1()<E(&N<E(H<n(zN=-n(z), zel-J,
tg (5, ).

Pour le démontrer remarquons qu’il s’ensuit de i) que §(z,f) est
une fonction continue de z presque partout dans J et pour chaque

te (8, TOIUITE, ).
Soit d’abord
tt, b € (19 TONUTS, D), t, <ty

Considérons une suite quelconque des nombres strictement croissants {z,}

convergente vers z et une suite des nombres z, de la forme zy, (ou z)
tels que _
<, <<z (v=0,1,2,...).

Or, d'aprés i), pour chaque 1€ (¢85, TO1U TP, ) on a

§ @, <R (2, DR Buis, ) <KAo 1),
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D’aprés d) et b) pour v oo, on aura
E@LH)<CE(2, 1) B, 1) <E(Zvan 1) <E (2 1) <E (2 1),
d’ol1, 2 cause de
lim E (Ey, tx) == Hm E(Ev‘l’l 3 tl)’
y-poo Y0
Hmg (2, ) =limE (zv, ) <E (2 1) <E (2, 1) (v c0).

Tenant compte de ce que la suite {2,} et les #,, £, sont entidrement arbi-
traires, il s’ensuit

n1{z, H = ()<L (2, 1) <E(z, 1)
D’une maniére analogue on démontre la relation
E(Z: tl) ‘< E (Zs tz) < ;i (zr t)""—) (2.')

Maintenant, si §(2,f) est continue dans J pour une valeur de ¢,
7 (2, t)=0(2, 1), et, d’aprés ce qu'on vient de démontrer,

7 (2=t 1)=8(z )=E () =7 (2),

d’oit résulte la continuité des 7(2) et des 7 (). La monotonie des 7 (2)
résulte de la monotonie de E(z,#). Ainsi la démonstration est terminée
pour 1€ (2, To] U [Ty, ).

En choisissant maintenant
ty € (L™, T, te (TS, Te®), ¢ [To™, £,®),
on a, d’aprés b),
(11) @< EZH<xEL) (zeJ)
puis, d’apres g),
E(at)<E(H<E@E ) <EG L),
ensuite, pour zt{z¢J (z{z¢gJ)
1511 O L), @@L <nEH<n(zh)

Publications de 1'Institut Mathématique
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et enfin, d’aprés (11) (pour z=2z et v-»o00), vu ce quon vient de dire
ci-dessus,

n(z h)=n(z1) =n (2 6) <& ) <E( ) <E (2, 0) <

<E(z ts)ér_l(z’ t2)==ﬁ(z, f) = 5(2. 1)
ce qui donne le résultat dans ce cas aussi.

k) Les fonctions n(z), E(z,0) (z¢J; tg(ty’, £), satisfont 2 I'équation
fonctionnelle (6).

Pour le démontrer, on écrit, d’aprés (7),
X4 (B D=6 f (2% E0,D) (e s <1<,

ot I'on fait d’abord v+ oo et puis z4 2z respectivement z+z.

Pour achever la démonstration du Théoréme, remarquons que 1'équa-

tion (6), dans laquelle F(2) ¢ (8, 1) (z¢ J) représente une de ses solu-
tions monotones quelconques, peut étre écrite, d’aprés (7) et (5), dans
la forme

(6v+1) F(2)=2xy (2, F(2+Y)).

z* = {dq, d, d3,...} et z={d,, d,, d,,...} étant deux nombres quelcon-
ques de J et z, étant la snite des nombres

Ry = {do, d1)°-" d\n d;v d:’ d;,...}

on a les relations

(2)v+0=2%,
— 2 pour 224,
z{ 1 zy  pour Z =23, (v—> o).
l 2w pour 2 =24,
D’aprés (6y44), On a
F(2))=xy(2v, F (2%)).

En y posant
F(z¥)=t (" <t<<t®h
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elle devient
F(zv) = X\o (Zv ’ 1') .

Premier cas: v¢ (#§°, T§"). D'aprés e) on a

X (2., )< X (2y,7) (nQV).

En y faisant d’abord v- o, puis n- o0, on obtient

£(z,7) <_I_L‘E xy (2vs t)=£qF(zv) (v o),

d’oit I'on tire T§"<CF(2) et par conséquent r> T§" (z¢J, étant arbitraire,
peut étre égal a z*) contrairement 4 I'hypothese.

Par un raisonnement analogue on conclut que le cas t g (75, §°)
aussi est a rejeter.

Troisiéme cas: tg [T§’, T®). En choisissant deux nombres t,, f,
tels que

) <t, < TP TE < t, <1
on aura, d’aprés b),
Xy (Zv s 11) < xy{(2y, t) < Xy (Zv s tg)-

Par un raisonnement analoque a ceux employés dans les deux cas on
arrive aux inégalités

(2 f) <limxy (2, 1), Tim xy (2y, 1) < § (2, ,).
L 2]

Ve

Comme

w
lim x, (z,, 1,) <lim x, (2, t) < lim x, (2y, 1,),
=Y Ve vy

limx, (z,,t) <lim x, (2, 1) < lim x, (2, t,),
v-po y-poe e
on coaclufggue l'on a

t(z, t) <lim x, (2, v) <Tm x, (20, ) <E (2 1)

¥ V-p o
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donc

E(z ) < lim F (2,) <lim F (2,) <E (2, 1)

= X Vv
Si 2 €7, alors E(z,1,) = E(z, 1), et
F(2)=8§(2) (z €J).

(Recu le 17 avril 1957)
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