Sur une fonctionnelle.

Par
MICHEL PETROVITCH.

Soit
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une suite de nombres réels positifs; f(x) une fonction réelle et
convexe dans un intervelle (@, &) contenant la suite (1).

Désignons par p. et M la moyenne arithmétique des x; et
celle des f(x; ), de sorte que
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Il est manifeste que M ne peut pas étre considérée comme
fonction de p. Néanmoins, & une variation donnée de p ne cor-
respondcnt guére une variation entierement arbifraire de M:
entre les deux variatioris existe une certaine loi de dépendance

exprimable sous la forme suivante:
La valeur M varie autour de la valeur moyenne

f(pp)+pf(p)+(0—1) £(0)

2p
et Pamplitude de ces variations, ne pouvant jamais éfre dépas-
sée, mais pouvant étre effectivement atteinte pour une fonction
f(x)y quelconque, aura pour valeur

@)
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fipp)—pf(p)+ (p—1) F0)
(3) % ,

Pour démontrer cette proposition, remarquons d’abord qu’elle
exprime la double inégalité

@ iy < m < @D f(l()))-f-f(ppg)
et nous allons mountrer que celle-ci est valable pour tout x; po-
sitif et pour toute fonction f(x) convexe dans l'intervalle (a, ).
En ce qu'il concerne la premiére inégalité (4), c’est I'iné-
galité bien connue de Jensen valable pour tout x, réel. Quand
a la seconde, elle ne se trouve démontrée dans un de mes tra-
vaux ') que pour les fonctions £(x) analytiques et a coefficients
tayloriens positifs. Cette inégalité est pourtant valable pour toute
fonction f(x) convexe dans (a, b), ce que 'on peut montrer en
la déduisant d’'une proposition plus générale démontrée par M.
J. Karamata dans son travail paru dans ce méme volume (p. 145).
La proposition est la suivante:
Pour que Pinégalité
p
(%) B om0 < A(X),
k=1 k=1
ait lieu pour toute fonction £(x) convexe, il faut et il suiffit
qu’'on ait

(6) X1+X1+ “e . +Xh < X1+X2+ cee X
pour tout £ égal a 1,2,...,(p—1) et
(7) X1+X2+ P ‘{bXp = X1+X2+ ey +xp ,

les x, et X, étant supposés rangés par ordre de grandeurs crois-
santes.
En y prenant
X1=X2=. . .=Xp—1=0,
®)
Xp =X1+x1+. . .+xD )
les conditions (6) et (7) seront satisfaites pour tout x, positif, de
sorte que l'inégalité (5) dévient

1) Théoréme sur la moyenne arithmétique des quantités positives (En~
seign. mathém. mai-juillet 1916; Genéve).
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30 < (0 1) RO+ F(xi+ o . 1)
Ros

1

et équivaut a la seconde indgalité (4) qu'il fallait démontrer.

Remarquons que les limites inférieure et supérieure de M,
assignées par la double inégalité (4), sont effectivement atteintes
pour une fonction f(x) convexe quelqonque. la limite inférieure
est atteinte lorsque tous les x; sont égaux entre eux, et la li-
mite supérieure lorsqu’ils sont tous nuls, sauf un seul parmi eux.

[amplitude des variations de M autour de la valeur mo-
yenne (2) s’exprime ainsi a l'aide de la moyenne arithmétique p
de la fonctionnelle

_ f(p)—pf(x)+(p—1) £(0)
p ¥

appliquée a la fonction f(x) et a 'entier p.

2. La fonctionnelie A (£, p) jouit de la propriété arithméti-
que indiquée dans ce qui suit.

Designons comme nombre e, rattaché a [lentier p, tout
nombre entier positif 7 pour lequel la difference po—1—1 est di-
visible par n sans que p le soit. Désignons par E, 'ensemble
des nombres ¢,. Cet ensembe contient tous les nombres pre-
miers ne divisant pas p (théoréme de Fermat); pour qu'un
nombre 7, faisant partie de E,, soit un nombre premier, il suf-
fit que p* ne soit divisible par n pour x égal a une partie ali-
quote de n—1 (théoréme de E. Lucas). L’ensemble E, contient
également des nombres e, composés ne satisfaisant pas a la der-
niere condition; ces nombres sont d’ailleurs rares. Le plus petit
nombre composé parmi les e, est le nombre

e, =341 -11.31;

(9 A (1, p)

viennent ensuite les nombres
e,=1105=5.13.17,
e, = 4369 =17 .257 etc.

Pour que, par exemple, un nombre entier, compris entre
2 et 341, soit un nombre e,, il faut et il suffit qu’il soit premier.

Pour qu'un entier, compris entre 2 et 4369 soit un nombre
e, il faut et il suffit qu’il soit premier ou bien qu’il soit 1105.
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Faisons parcourir & « la suite des nomdres entiers n =g,
et calculons la suite d’entiers correspondants

n——l__._]
Ao =P =

Les points du plan, désignés comme points de Fermat rat-
tachés a lentier p, sont les points («, B) ayant pour abscisse un
nombre

o=n=e,

et pour ordonnée le nombre correspondant
B:‘ }\n .

Ainsi, dans le cas p=2, ce sont les points ayant pour co-
ordonnées

3,0, 3, (7,9, (11,93, (13, 315) etc.
Ceci étant, soit
(10) A, p)=by+bx+box?4. ..
le dévelloppement de la fonctionnelle A; son rayon de conver-

gence sera If;) oli R désigne le rayon de convergence de la série

11 f(x)=a,+ax+ax*+. . .

La propriété en question consiste alors en ceci:

Le coefficient b, est un multiple entier de na, pour tout
rang n égal a un nombre e, ; il est un multiple fractionnaire
irreductible de na, pour tout autre rang n.

Car on trouve

by=0, b=0, by = (p~1—1) an;

n—1i__
P E 1 soit un entier, il faut et il suffit que 7 soit un

pour que

nombre e, .
Il s’en suit que le double de I'amplitude (3) est dévelop-
pable en série des puissances de la moyenne arithmétique p

Bop2+ hgpd+ . . .

dont le coefficient /1, est un multiple de na, pour n égal a un
nombre e, et un multiple fractionnaire irreductible pour tout
autre rang 7.
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Dans le cas, par exemple, ou les nombres x;, Xy, ..., X,
. ” 1 . .
sont tout compris dans l'intervalle (0,;), et la fonction £(x)

étant

)=,

on voit que la valeur de la moyenne arithmétique

g 1] | i
AI_p[l X1+l“"x2 ?‘%}"Xg}’

varie autour de sa valeur moyenne

1 | p
o P gp ],
2p [lfmx 1—p P ]

amplitude des variations étant la moitié¢ de

1 1 2
5 [w'—fﬁ—p +p - 1} = hop>+ hgpl+. ..
ol

fig = pii—1.

Pour que, le rang n étant compris entre 2 et 341, le coef-
ficient &, du développement

ryr 2
211—=2x 1—x|’

soit un multiple entier de n, il faut et il suffit que n soit pre-
mier.
Envisageons encore la fonctionnelle

(12) A(f, p}wnzxf’zé—’ [f(px)—pfix)+(p—1) [0) | —mxf"(x),
oit m est un parameétre. Son développement suivant les puissan-
ces de x a pour coefficient de x" P'expression

(pr'—mn—1)a,;

pour qu'il soit nul, il faut et il suffit ou bien que a, soit nul ou
bien que

ju- 1. ]
m= 7
n
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Il s’en suit que: pour que le terme d’un rang n soit un
terme lacunaire du développement (12), il faut et il suffit que
point (m, n) soit un point de Fermat rattaché a p, ou bien que
n coincide avec le rang d’un terme lacunaire de f(x).

3. D'aprés ce qui précéde I'intégrale

X
. d
(13) sp= [sen
[¢)

est une fonctionnelle jouissant de la propriété que le coefficient
gn de son développement

(19 N (f, p)=gox2H-go X3+ .

est un multiple entier du coefficient a, toutes les fois que n est
un nombre e, ; c’est un multiple fractionnaire de a, pour tous
les autres rangs n.
Car on a
n—1__ 1

&n n

n-.

Tel est, par exemple, le cas de l'intégrale
X
1 i dx
15 8(42)= 5 [1re) -2+ 01
0

f(x) étant une fonction quelconque positive et convexe dans
Uintervalle (a, b), holomorphe pour x=0. Pour que, le rang n
compris entre 2 et 341, le coefficient g, soit multiple entier du
coefficient correspondant a, de f(x), il faut et il suffit que n
soit premier.

Dans le cas particulier oll

on trouve que
e ?
At (f, 2) -w—Q' log l*—Qx H
et cette fonction jouit, en effet, de la propriété que son coeffi-
cient de x, est un nombre entier ou fractionnaire suivant que n
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est un nombre €, ou non. Parmi les coefficients dont le rang
est compris entre 2 et 341, ceux dont le rang est un nombre
premier, sont des entiers; les coefficients de rang égal a un
nombre composé sont des nomibres fractionnaires.

Envisageons encore l'intégrale curvilique

(16) o B) = j“f‘” B e,

[olt £ désigne £(z), « et B étant deux parameétres], prise le long
d’'un contour fermé ne contenant aucune singularité de £.

Comme Pintégrale
9z
Pt

est nulle pour toute valeur entiére de «, Uintégrale J se ré-
duit a

J (o, B) = f { - f(pz)— 31’(2)} 2%z,

5 -

L’équation indéterminée J(a, B) =0 a une infinité¢ de solutions
en nombres entiers positifs: pour qu'une paire d’entiers positifs
(e, B) en soit une, il faut et il suffit: ou bien que le point
(«—1, B) soit un point de Fermat rattaché a lentier p, ou bien
que a—1 coincide avec le rang d’un terme lacunaire du déve-
loppement de f(z).

Car on trouve pour « entier

J, B =0y _1—B)a. _

Si Pon prend pour le contour d’intégration le cercle ayant
pour centre Vorigine, et pour rayon une longuer plus petite que

g, on aura une proposition analogue pour les intégrales defi-

nies de la forme
2%
f [117 f(prett)— pf(rett )} et gt
a

Pour « entier I'intégrale a pour valeur

2ar’ (v, —B) a,,
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de sorte que, par exemple, l'intégrale

27

H{a, B) = f E f(Qre’f)— Bf(f’eti)} e — “t gy ,

]

jouit de la propriété suivante:

Pour que H (o, g) s'annule en un point (a, = entiers posi-
tifs) du plan «0B, compris entre les deux droites « - 2 et « = 341,
il faut et il suffit: ou bien que a soit un nombre premier et B
I'ordonné du point de Fermat correspondant, ou bien que «
coincide avec le rang d'un terme lacunaire de f(z).

La proposition s’applique menifestement a des intégrales
réelles de la forme

27 21
f(l) {t, ) cos af df et fqb {¢, B) sin af dt ,
7] (/]

dépendant d’'une foncticn f(z) convexe arbitraire, et oil le para-
metre g figure linéairement, ainsi qu'aux solutions enti¢res pu-
rement imaginaires d’'intégrales de la forme

2=
j O (¢, 8) el dt .
[4
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