
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Petar Svirqevi�

PRIMENA MNEMOTEHNIKE U ANALITIQKOJ
GEOMETRIJI U RAVNI

Opxte je poznato da je mnemotehnika skup pravila i naqina koja se izvode
strogo odre±enim redom, kako bi se omogu²ilo lako pam²eǌe xto du¼eg niza
slo¼enih informacija koje se temeǉe prvenstveno na zakonima asocijacije ideja.
U ovom qlanku ²emo, koriste²i mnemotehniku, dati pravila i naqine kako lako
i taqno popamtiti najva¼nije formule i ǌihova znaqeǌa u pravouglom koordi-
natnom sistemu u ravni, a koja se odnose na pravu, povrxinu trougla i krive
drugog reda. Ideja vodiǉa za sve ovo ²e biti definisaǌe osnovnih pojmova koji
²e se kontrolisati dimenzionisaǌem i ,,unitiraǌem“.

Poznato je da se pojam mo¼e shvatiti kao skup osnovnih obele¼ja o nekome
ili neqemu, no mi ²emo ovde upotrebǉavati i termin ,,osnovni pojam“, koji je
jox restriktivniji u odnosu na prvi termin, naime to je ono kad se neqega se²amo
,,kroz maglu“.

Zbog qeste primene analitiqke geometrije u klasiqnoj mehanici, ovde ²emo
dati i dimenzionisaǌa i unitiraǌa osnovnih veliqina iz tog podruqja.

1. Uopxte o dimenzionisaǌu i unitiraǌu

Odmah na poqetku ²emo dati objaxǌeǌa koja se odnose na dimenzije i jedi-
nice matematiqkih planimetrijskih i stereometrijskih, kao i fuziqkih veliqi-
na. Naime, znamo da du¼ine stranica likova, polupreqnike upisanih i opisanih
kru¼nica, visina, . . . merimo du¼inskim jedinicama, dok povrxine likova i tela
merimo povrxinskim jedinicama, a zapremine tela zapreminskim jedinicama.

Na osnovu navedenog sledi da je logiqno da se za svaku veliqinu a koja
predstavǉa broj du¼inskih jedinica uvede oznaka

[a]D = L,

xto se qita kao ,,dimenzija od a je L“, a to je du¼ina. Dakle, ne preciziramo da
li se radi o metru (m), centimetru ( cm), milimetru (mm).

Sliqno ²emo za veliqinu P koja predstavǉa broj povrxinskih jedinica pi-
sati da joj je dimenzija jednaka L2, dakle

[P ]D = L2.
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I ovde se ne precizira da li se radi o m2, cm2, mm2, . . . I konaqno, za
veliqinu koja predstavǉa broj zapreminskih jedinica definixemo da je

[V ]D = L3.

Jasno je da je
[λ]D = L0 = 1,

gde je λ neimenovani broj, tj. λ ∈ R ∪ {0}.
Ove definicije mo¼emo sintetizovati u opxtoj definiciji, koja je

(1) [x]D = Ln, n ∈ N ∪ {0}.
Iz (1) slede pravila o dimenzionisaǌu koja glase:

[a± b]D = [a]D = [b]D,(2)

[a · b]D = [a]D · [b]D,(3)
[a

b

]
D

=
[a]D
[b]D

.

Pravila (2) i (3) mo¼emo uopxtiti, pa dobijamo da je:
[ n∑

i=1

ai

]

D

= [aj ]D, j = 1, 2, . . . , n,

[ n∏

i=1

ai

]

D

=
n∏

i=1

[ai]D.

Ako u (1) izvrximo specifikaciju, na primer, u fiziqkom SI-sistemu, to ²emo
oznaqiti kao

[x]U = mn,

gde m ima znaqeǌe metra, a oznaka za indeks U je uzeta od engleske reqi unit (je-
dinica), pa ²e se sam postupak zvati ,,unitiraǌe“ (u infinitivu ,,unitirati“).
Jasno je da smo unitiraǌe mogli izvrxiti i u cm, mm, . . . , no ta specijaliza-
cija ne bi bila u SI-sistemu.

1.1. Dimenzionisaǌe i unitiraǌe u mehanici
Dobro je poznato da se u mehanici dimenzija veliqine koja predstavǉa masu

oznaqava sa M , a one koja oznaqava vreme sa T . Sledi da su dimenzije pre±enog
puta [s]D = L, brzine [v]D = LT−1, ubrzaǌa [a]D = LT−2, sile [F ]D = MLT−2,
. . . Ako te veliqine ,,unitiramo“ u SI-sistemu, dobijamo da je [s]U = m,
[v]U = m s−1, [a]U = ms−2, [F ]U = kg m s−2. Prisetimo se da je sila u opxtem
zakonu gravitacije data formulom F = G

m1m2

r2
, pa odatle zakǉuqujemo da za

gravitacionu konstantu va¼i [G]D = M−1L3T−2 i [G]U = kg−1 m3 s−2. Tako±e
nam je poznato da i sve ostale merne jedinice u mehanici mo¼emo predstaviti
pomo²u kilograma, metra i sekunde. Ako bismo hteli da izvrximo proxireǌe,
na primer, na nauku o elektricitetu, tada bismo morali da uvedemo jox jednu
bitno novu jedinicu, recimo amper, kojom se meri jaqina struje. Sliqno va¼i
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za druge oblasti fizike (znamo da SI-sistem ima sedam osnovnih jedinica), ali
time se ovde ne²emo baviti.

2. Prava u koordinatnoj ravni

2.1. Eksplicitni oblik jednaqine prave
Sada mo¼emo pre²i na analitiqku geometriju u ravni. Po±imo od je-

dnaqine prave koja u eksplicitnom obliku glasi y = kx + l. Jasno je da je
[y]D = [x]D = [l]D i [k]D = 1, jer je k tangens mere nagibnog ugla prave prema
pozitivnom delu ose Ox.

Kako ²emo brzo skicirati grafik prave qija je jednaqina data u eksplici-
tnom obliku? Ili, postavimo pitaǌe u obliku: ,,Kako ²emo ,,videti“ grafik
prave, a da ga ne crtamo, ako je ǌena jednaqina data u eksplicitnom obliku?“
Pre nego xto damo odgovor na ovo pitaǌe, navedimo jedan konkretan primer.

Recimo da treba nacrtati pravu qija je jednaqina y =
2
3
x + 4. Lako se vidi

da ona prolazi kroz taqke T1(0, 4) i T2(3, 6). Dakle, k = tg α =
6− 4
3− 0

=
2
3
,

gde je α mera nagibnog ugla prave prema pozitivnom smeru apscisne ose. Tu
se pojavǉuje karakteristiqni pravougli trougao s temenima T1, T2 i T3(3, 4).
Ako je taj trougao ,,premali“, tada ga mo¼emo ,,pove²ati“, pa uzimamo da je

k = tg α =
2r

3r
za r > 1, a za ,,smaǌivaǌe“ uzimamo 0 < r < 1. Svrha ovog

podexavaǌa je da crtaǌe grafika bude dovoǉno precizno, ali da ne ,,pobegne“ s
predvi±ene povrxine za crtaǌe.

U sluqaju da koeficijent k mo¼e da bude negativan, postupamo na slede²i
naqin. Ako je y = kx + l =

a

b
x + l, tada je

y =
a sgn b

|b| x + l,

dakle prava prolazi kroz taqke T1(0, l) i T2(|b|, a sgn b+ l). I sada karakteristi-
qni pravougli trougao mo¼emo ,,pove²avati“ ako je r > 1, odnosno ,,smaǌivati“
ako je 0 < r < 1, tako da prava prolazi kroz taqke T1(0, l) i T2(r|b|, ra sgn b+ rl).

Napomenimo i to da bi algoritam za brzu konstrukciju prave mogao da ko-
risti da ona prolazi korz taqke A(0, l) i B(−|b|,−a sgn b− l).

2.2. Jednaqina prave kroz dve taqke
Recimo par reqi o jednaqini prave koja sadr¼i dve date taqke Ti(xi, yi) (kod

kojih je x1 6= x2), gde je i = 1, 2. Osnovno pravilo je da se jednaqina tra¼i u
obliku

(4) y − y? =
y? − y?

x? − x?
(x− x?).

Taqke koje odre±uju pravu su me±usobno ,,ravnopravne“, prema tome svejedno je
koja je prva a koja druga. Dakle, uzmimo prvo taqku T1(x1, y1) i zapiximo (4) u
obliku

y − y1 =
y? − y?

x? − x?
(x− x1).
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a nakon kompletiraǌa imamo uobiqajeni oblik jednaqine prave kroz dve taqke
koji glasi

(5) y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x− x1).

Na osnovu ovoga se dobijaju i slede²i oblici, ekvivalentni sa (5):

y − y2 =
y2 − y1

x2 − x1
(x− x2), y − y1 =

y1 − y2

x1 − x2
(x− x1), . . .

No, treba da pazimo da osnovni oblik od kojeg pollazimo ne bude y − y? =
x? − x?

y? − y?
(x − x?), jer kada bismo se ,,oslobodili“ imenioca, tada bi na jednoj

strani jednakosti bili samo x-ovi, a na drugoj samo y-i, a to je nemogu²e.
Primetimo da ako je, specijalno, y1 = y2, tada jednaqina prave glasi y = y1

(takva prava je paralelna osi Ox). Ako za date taqke T1 i T2 va¼i x1 = x2, onda
se ǌena jednaqina ne mo¼e dobiti na opisani naqin, ali je oqigledno da tada
ona glasi x = x1 (prava je paralelna osi Oy).

2.3. Segmentni oblik jednaqine prave
Ako kroz taqke A(m, 0) i B(0, n) postavimo pravu, tada ǌena jednaqina do-

bija oblik

(6)
x

m
+

y

n
= 1,

koji se zove segmentni oblik jednaqine prave. Polazni oblik za pam²eǌe je-
dnaqine (6) je

x

?
+

y

?
= 1, s tim da onda ,,ispod“ x stavǉamo du¼inu odseqka koji

prava gradi na osi Ox, qija je vrednost m. Analogno, umesto ? ,,ispod“ stavǉamo
du¼inu odseqka na osi Oy, qija je vrednost n. Pritom da je [m]D = [n]D = L.

2.4. Implicitni oblik jednaqine prave
Kada je jednaqina prave prikazana u obliku

(7) Ax + By + C = 0,

tada se taj oblik zove implicitni oblik jednaqine prave. Sada je [A]D =
[B]D = 1 i [C]D = L. Ako takvu jednakost pomno¼imo ili podelimo realnim
brojem λ 6= 0, dobija se i daǉe implicitni oblik jednaqine prave, a to znaqi da
veliqine A, B i C nemaju nikakvo geometrijsko znaqeǌe, osim u jednom posebnom
sluqaju koji ²emo raspraviti u slede²oj taqki.

2.5. Normalni ili Heseov oblik jednaqine prave
Neophodan uslov za ovaj oblik glasi da je u (7) A2 + B2 = 1, a polazni

uslov (koji pamtimo) je da mora biti ?2+?2 = 1, gde se umesto ? unose vrednosti
koeficijenata uz promenǉive u jednaqini (7). Xta ako to nije sluqaj? Tada
implicitnu jednaqinu (7) delimo sa (− sgn C)

√
A2 + B2, pa ta jednaqina dobija

normalni ili Heseov oblik

(8)
Ax + By + C

(− sgnC)
√

A2 + B2
= 0,
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ali mora biti ispuǌen uslov da prava ne sadr¼i koordinatni poqetak, tj. da je

C 6= 0. Polazni oblik za (8) je
?x+?y + C

(− sgnC)
√

?2+?2
= 0 i tu se umesto ? unose vre-

dnosti koeficijenata uz promenǉive iz implicitnog oblika. Dakle, i normalni
oblik jednaqine prave je implicitni oblik, dok obratno ne mora da va¼i.

Neka je, daǉe, ψ mera nagibnog ugla izme±u normale na datu pravu i pozi-
tivnog dela apscisne ose; tada je

(9) cos ψ =
A

(− sgnC)
√

A2 + B2
, sin ψ =

B

(− sgnC)
√

A2 + B2
.

Iz (9) sledi da se (8) mo¼e pisati u trigonometrijskom obliku

(10) x cos ψ + y sin ψ − δ = 0.

Polazni oblik za (10) je x cos? + y sin?− δ = 0, gde pamtimo da je cos ,,va¼niji“
od sin, a redom su vezani za x i y, i umesto ? uvrxtavamo ψ. Jox napomenimo
da je ovde δ rastojaǌe date prave od koordinatnog poqetka (videti i narednu
taqku).

2.6. Rastojaǌe taqke od prave
Ako su dati taqka T0(x0, y0) i prava p jednaqinom Ax + By + C = 0, tada je

rastojaǌe te taqke od date prave dato sa

(11) d(T0, p) =
Ax0 + By0 + C

(− sgn C)
√

A2 + B2
= x0 cosψ + y0 sin ψ − δ.

Polazni oblik za formulu (11) je isti kao za formulu (10), samo umesto pro-
menǉivih x i y uvrxtavamo koordinate taqke T0. Jasno je da taqka T0(x0, y0) pri-
pada pravoj p onda i samo onda kada je Ax0 +By0 +C = 0, tj. kada je d(T0, p) = 0.
Iz (11) sledi da je rastojaǌe koordinatnog poqetka O(0, 0) od te prave

d(O, p) =
C

(− sgnC)
√

A2 + B2
= −δ, odnosno da je δ =

C

(sgnC)
√

A2 + B2
.

Iz ovoga sledi da je d(T0, p) > 0 ako su data taqka i koordinatni poqetak s
raznih strana date prave, a ako je taqka s iste strane sa koje je koordinatni
poqetak, tada je d(T0, p) < 0. No, ako nam je va¼na samo apsolutna vrednost

rastojaǌa (bez orijentacije), mo¼emo pisati d(T0, p) =
|Ax0 + By0 + C|√

A2 + B2
.

2.7. Mera ugla izme�u dveju pravih
Znamo da je tangens mere oxtrog ugla izme±u dveju pravih p1 i p2, qije su

jednaqine y = kix + li (i = 1, 2), dat sa

(12) tg ϕ =
∣∣∣∣

k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣ ,

a to znaqi da je
[∣∣∣∣

k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣
]

D

= 1. Jasno je da nala¼eǌem arkustangensa nala-

zimo meru ugla. Kako ²emo zapamtiti navedenu formulu? Moramo znati xta je
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osnovni pojam u ǌoj. Taj pojam je tg? =
∣∣∣∣

?2−?1

1+?1?2

∣∣∣∣, a znamo da formula zavisi

od k1 i k2, jer ako se meǌaju odseqci l1 i l2 na osi Oy, tada se prave paralelno
pomeraju, xto znaqi da se ugao izme±u ǌih ne meǌa. Dakle, tangens mere tog ugla
izme±u dveju pravih ne zavisi od tih odseqaka, ve² zavisi samo od koeficijenata
pravca; ili bismo mogli re²i da je tangens mere ugla invarijantan s obzirom
na odseqke l1 i l2.

Da u formuli (12) nismo stavili apsolutnu vrednost, tada bismo dobili

da je ugao izme±u pravih p1 i p2 oxtar ako je
k2 − k1

1 + k1k2
> 0, odnosno tup ako

je
k2 − k1

1 + k1k2
< 0. Daǉe, ako je k2 = k1, tada su prave paralelne. I konaqno,

ako je k2 = −1/k1, tada su prave me±usobno normalne, dakle u sluqaju kada su
koeficijenti me±usobno reciproqni i suprotnog predznaka.

Ako su prave date u implicitnom ili segmentnom obliku, dobija se da je

tg ϕ =
∣∣∣∣
A1B2 −A2B1

A1A2 + B1B2

∣∣∣∣ , odnosno tg ϕ =
∣∣∣∣
m1n2 −m2n1

m1m2 + n1n2

∣∣∣∣ .

Svakako, i za ove sluqajeve mo¼emo ,,konstruisati“ mnemotehniqku formulaciju
ako nam te formule qesto trebaju. Na primer, one bi mogle izgledati u dve

faze ovako: tg ϕ =
∣∣∣∣
?1?2−?2?1

?1?2+?1?2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
?1?2−?2?1

?1?2+?1?2

∣∣∣∣ ili tg ϕ =
∣∣∣∣
A?B? −A?B?

A?A? + B?B?

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
m?n? −m?n?

m?m? + n?n?

∣∣∣∣.

2.8. Simetrale uglova izme�u dveju pravih
Ako su date dve prave koje se seku, pi: Aix + Biy + Ci = 0, i = 1, 2, tada su

simetrale uglova koje one obrazuju date sa

(13) s1,2 :
A1x + B1y + C1√

A2
1 + B2

1

± A2x + B2y + C2√
A2

2 + B2
2

= 0.

Lako se vidi da su ove prave me±usobno normalne. Polazni oblik za (13) je

dat formulom
?x+?y+?√

?2+?2
± ?x+?y+?√

?2+?2
= 0, gde u brojioce ovih razlomaka treba

uvrstiti po redu koeficijente iz implicitnog prikaza jednaqina pravih, a u
imenioce koeficijente uz nepoznate.

3. Sistem od dve linearne jednaqine s dve nepoznate

Znamo da se u analitiqkoj geometriji qesto pojavǉuje potreba da se rexi
sistem od dve linearne jednaqine s dve nepoznate (ne²emo ulaziti u diskusiju
rexivosti). Obiqno je taj sistem dat u kanonskom obliku

(14)
{

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2,



20 P. Svirqevi²

a ako nije, mo¼emo ga svesti na taj oblik. Ovaj sistem ²emo rexiti pomo²u
determinanata (postoje i mnoge druge metode). Prisetimo se da je vrednost de-
terminante drugog reda definisana na slede²i naqin:

D2 =
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

Osnovno pravilo ,,ka¼e“ da su komponente rexeǌa jednake koliqniku determi-
nanti, s tim da su determinante u imeniocima identiqne i sastoje se od koefi-
cijenata uz nepoznate ,,u istom polo¼aju“ kao u (14), dakle

(15) x =

∣∣∣∣
? ?
? ?

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣
? ?
? ?

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
.

Sada u formule (15) treba uvrstiti ,,kolonu“ slobodnih qlanova
c1

c2
, ali to mora

biti ,,ravnopravno“. No, ide se po kriterijumu da ti qlanovi u determinantama
u brojiocima (15) za x budu u prvoj koloni, jer je i x u sistemu (14) u ,,prvoj
koloni“; analogan je princip i za y. Dakle,

(16) x =

∣∣∣∣
c1 ?
c2 ?

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣
? c1

? c2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
.

Na kraju, umesto ,,kolona“
?
? u brojiocima jednakosti (16) na ǌihova mesta sada

upixemo korespondentne kolone iz imenioca, te konaqno dobijemo

(17) x =

∣∣∣∣
c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣
a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣
.

Svakako, neophodan uslov za postojaǌe rexeǌa je da su imenioci (determinanta
sistema) u (17) razliqiti od nule, Ako to nije, tada sistem ili nema rexeǌa
ili ih ima beskonaqno mnogo.

4. Povrxina trougla u koordinatnoj ravni

Kako ²emo zapamtiti formulu za povrxinu trougla qija su temena taqke
Ti(xi, yi), gde je i = 1, 2, 3? Ako nas ne zanima orijentacija, tada je polazni
oblik za tu formulu

P =
1
2

∣∣x?(y? − y?) + x?(y? − y?) + x?(y? − y?)
∣∣.

Jasno je da moramo ravnopravno da upotrebimo sve tri apscise datih taqaka,
dakle

(18) P =
1
2

∣∣x1(y? − y?) + x2(y? − y?) + x3(y? − y?)
∣∣.



Mnemotehnika u analitiqkoj geometriji 21

Da bi i ordinate bile ,,ravnopravno“ zastupǉene u (18), ǌihove indekse ²emo
cikliqki meǌati, poqevxi s indeksom apscisa. Dakle, imamo 123, 231, 312, pa
potpuna formula glasi

P =
1
2

∣∣x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)
∣∣.

Vidimo da su i ordinate ,,ravnopravno“ zastupǉene, jer je svaka od ǌih jednom
na poziciji umaǌenika a drugi put na poziciji umaǌioca. Zbog ravnopravnosti
koordinata, jasno je da va¼i

(19) P =
1
2

∣∣y1(x2 − x3) + y2(x3 − x1) + y3(x1 − x2)
∣∣.

Ako se prisetimo definicije determinante tre²eg reda, onda (19) mo¼emo
napisati u obliku

(20) P =
1
2

abs

∣∣∣∣∣∣

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣
,

gde smo upotrebili oznaku abs za apsolutnu vrednost da ne bismo imali zajedno
dve uspravne crte (jednu od znaka apsolutne vrednosti, a drugu od oznake za
determinantu). Jasno je da bi jedna mogu²nost polaznog oblika za ovu formulu
mogla biti

P =
1
2

abs

∣∣∣∣∣∣

1 ? ?
1 ? ?
1 ? ?

∣∣∣∣∣∣
ili P =

1
2

abs

∣∣∣∣∣∣

1 x? y?

1 x? y?

1 x? y?

∣∣∣∣∣∣
.

Pomo²u Sarusovog pravila za izraqunavaǌe ove determinante mo¼e se pokazati
da su formule (19) i (20) me±usobno ekvivalentne. Recimo i to da determinante
uglavnom nisu u programu sredǌe xkole, ali se qesto obra±uju za jednostavnu
primenu u dodatnoj nastavi matematike. Svakako, to se odnosi na determinante
drugog i tre²eg reda.

Napomenimo jox da formula P = 1
2

(
x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)

)
uva¼ava orijentaciju, pa dobijamo da je P > 0 ako su temena ,,desno orijenti-
sana“. Kada je P < 0, tada su temena ,,levo orijentisana“. I konaqno, kada
su temena kolinearna, trougao je degenerisan u du¼ pa je tada P = 0. Va¼i i
obratno.

5. Krive drugog reda

Sada su doxle na red krive drugog reda u onim oblicima koji se obra±uju
u sredǌoj xkoli. Dakle, navex²emo mnemotehniku za veze koje se odnose na cen-
tralnu kru¼nicu, opxtu kru¼nicu, elipsu, hiperbolu i parabolu. Pre nego xto
pre±emo na izlagaǌe o navedenim krivim, podsetimo se osnovnog pravila anali-
tiqke geometrije: taqka pripada nekoj krivoj (ili pravoj) ako i samo ako ǌene
koordinate zadovoǉavaju jednaqinu te krive. Recimo, tako±e, da ²emo neki put
poistovetiti krivu s ǌenom jednaqinom, radi jednostavnosti izlagaǌa.
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5.1. Centralna kru�nica
Mo¼emo poqeti s centralnom kru¼nicom, qija je jednaqina data u obliku

(21) x2 + y2 = r2,

i sada ²emo se pozabaviti uslovom dodira prave i kru¼nice. U nastavi izvodimo
da prava y = kx + l dodiruje kru¼nicu (21) ako i samo ako va¼i

(22) (k2 + 1)r2 = l2.

Kako to taqno zapamtiti? Neka polazni oblik uslova bude

(?2 + 1) ?2 =?2 ili (?2 + 1) ?2 = l2.

Mogu²e je da smo ,,zapamtili“ formulu (r2 + 1)k2 = l2 jer je ona oqito sliqna
sa (22), ali ako izvrximo dimenzionisaǌe, tada sledi da je [(r2 +1)k2]D 6= [l2]D
(leva strana nema smisla), jer je [k]D = 1, a to znaqi da je taqno (22).

Sada ²emo jox re²i kako sigurno zapamtiti jednaqinu tangente kru¼nice
(21) u ǌenoj taqki T1(x1, y1). Svakako mora biti x2

1 + y2
1 = r2. Polazni oblik

je kru¼nica (21), tj. x · x + y · y = r2, ili ?x+?y = r2. Ako u tu jednaqinu ume-
sto upitnika uvrstimo respektivno koordinate taqke T1(x1, y1), tada dobijamo
formulu

x1x + y1y = r2,

koja je ustvari jednaqina tangente na kru¼nicu u navedenoj taqki. Ta se formula
lakxe pamti nego da smo je pisali u eksplicitnom obliku

y = −x1

y1
x +

r2

y1
.

5.2. Opxta kru�nica
Pre±imo sada na proizvoǉnu kru¼nicu qija je jednaqina u opxtem obliku

(23) (x− p)2 + (y − q)2 = r2.

Znamo da su parametri p i q ustvari koordinate sredixta te kru¼nice S(p, q),
pa ako to sredixte ,,padne“ u koordinatni poqetak, tada (23) postaje (21). Jasna
je i veza [p]D = [q]D = L. Kako izgleda uslov dodira i kako ga upamtiti? On se
lako dobija u obliku

(24) (k2 + 1)r2 = (q − kp− l)2.

Prema tome, prava y = kx + l dodiruje kru¼nicu (23) ako i samo ako va¼i (24).
Leva strana je ista kao u (22), qiju smo mnemotehniku objasnili, dakle sada je
osnovni oblik koji treba zapamtiti

(k2 + 1)r2 = (?−?·?−?)2.

Da bismo upamtili poredak parametara u (24), zamixǉamo simbol kapele
+

dqe, i
qitamo kao ,,qukapela“, pa onda tim redom unosimo parametre q, k, p, l u (21) i do-
bijamo uslov (24). Proverimo (24) dimenzionisaǌem. Vidimo da je
[(k2 + 1)r2]D = [(q − kp − l)2]D = L2. Ako izvrximo specijalizaciju p = q = 0,
sredixte se nalazi u koordinatnom poqetku, a uslov (24) prelazi u (22).
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Postavimo sada tangentu na kru¼nicu (23) u taqki T1(x1, y1) koja joj pripa-
da. Jednaqinu (23) mo¼emo pisati u obliku

(x− p)(x− p) + (y − q)(y − q) = r2.

Osnovni oblik za tra¼enu tangentu je

(25) (?− p)(x− p) + (?− q)(y − q) = r2.

Ako u (25) umesto ? uvrstimo koordinate taqke T1, dobijamo jednaqinu

(x1 − p)(x− p) + (y1 − q)(y − q) = r2,

koja predstavǉa tra¼enu tangentu. Tu jednaqinu mo¼emo pisati u eksplicitnom
obliku

y = −x1 − p

y1 − q
x +

(x1 − p)p + (y1 − q)q + r2

y1 − q
,

koji nije jednostavan za dugoroqno pam²eǌe.

Opxti oblik razvijenog normiranog oblika jednaqine (23) je dat kao

(26) x2 + y2 + ax + by + c = 0,

koji se lako pamti. Vidǉivo je da je sredixte taqka S(a
2 , b

2 ). Daǉe, du¼ina

polupreqanika ove kru¼nice je r =

√
a2

4
+

b2

4
− c, a polazni oblik za ovu vezu je

r =

√
?2

4
+

?2

4
−?, gde se umesto ? redom uvrste parametri a, b, c iz (26). Recimo

i to da se kru¼nica (26) redukuje u taqku ako je a2 + b2 = 4c, a da je kru¼nica
imaginarna ako je a2 + b2 < 4c.

5.3. Elipsa
Sada ²emo izneti mnemottehniku za neke relacije koje se odnose na elipsu.

Ako elipsa ima sredixte u koordinatnom poqetku a ¼i¼e na apscisnoj osi, tada
je ǌena jednaqina data u obliku

(27)
x2

a2
+

y2

b2
= 1,

pri qemu je a > b. Elipsa prelazi u kru¼nicu ako je a = b = r, dakle ako
to uvrstimo u (27), dobija se (21), xto je bilo i oqekivati. Znamo da prava
y = kx + l dodiruje elipsu (27) ako i samo ako je

(28) a2k2 + b2 = l2.

Polazni oblik za ovaj uslov dodira je

?2k2+?2 = l2,

a ako u ǌega uvrstimo redom a i b (du¼ine poluosa elipse), tada dobijamo (28).
A ako izvrximo specijalizaciju a = b = r, tada se dobija uslov (22), xto smo i
oqekivali.
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Daǉe, recimo da je jednaqina tangente u taqki T1(x1, y1) elipse data u ob-
liku

x1x

a2
+

y1y

b2
= 1.

Polazni oblik i mnemotehnika su sliqni kao kod kru¼nice, pa ih ne²emo navo-
diti.

Ako su ¼i¼e elipse na ordinatnoj osi, tada je a < b, pa je uslov dodira
dat sa a2 + b2k2 = l2, a relacija (22) va¼i i u ovom sluqaju ako izvrximo
specijalizaciju a = b = r.

5.4. Hiperbola
Xto se tiqe hiperbole, u pore±eǌu s elipsom samo se na odre±enim mestima

meǌa predznak, tako da je ovde suvixna diskusija preko polaznih oblika. naime,
jednaqina hiperbole je

x2

a2
− y2

b2
= 1

ako su ¼i¼e na apscisnoj osi, a ako su one na ordinatnoj osi, onda je jednaqina
data u obliku

−x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Daǉe, respektivno su dati uslovi dodira:

a2k2 − b2 = l2, odnosno − a2k2 + b2 = l2,

a jednaqine tangente u taqki T1(x1, y1) tih hiperbola su:
x1x

a2
− y1y

b2
= 1 odnosno − x1x

a2
+

y1y

b2
= 1.

5.5. Parabola
I na kraju recimo nexto o mnemotehnici koja se odnosi na parabolu. Ako je

teme parabole u koordinatnom poqetku a ¼i¼a na pozitivnom delu apscisne ose,
tada je ǌena jednaqina data sa

(29) y2 = 2px.

S obzirom da parametar p ima znaqeǌe udaǉenosti ¼i¼e od direktrise, to je
[p]D = L, pa iz (29) sledi [y2]D = [2px]D = L2.

Daǉe, prava y = kx + l dodiruje parabolu (29) ako i samo je ispuǌen uslov
,,2klupe“, dakle uslov dodira za parabolu je 2kl = p, a ǌegov polazni oblik je

2·?·? =?.

Svakako da se ne mo¼emo zabuniti i napisati 2k = lp, jer je [2k]D = 1, a [lp]D =
L2.

Kako zapamtiti jednaqinu tangente u datoj taqki parabole? Jednaqinu (29)
pixemo u obliku

yy = p(x + x),
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pa ako tu uvrstimo koordinate date taqke T1(x1, y1) parabole, dobijamo formulu

(30) y1y = p(x1 + x),

xto predstavǉa tra¼enu jednaqinu tangente. Polazni oblik za (30) je ?y =
p(? + x).

Lako se na±u i mnemotehniqki zapamte uslovi dodira za parabole qije su
jednaqine y2 = −2px, x2 = 2py, x2 = −2py.

Na kraju recimo i to da smo mogli jox analizirati linearni i numeriqki
ekscentricitet, kao i sluqajeve kada su elipsa, hiperbola i parabola transli-
rane u ravni, ali ne i zarotirane, jer se to uglavnom ne smatra elementarnim
gradivom.
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