
TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Dr Zoran Kadelburg, Milox �ori�

19. JUNIORSKA BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Beograd, 24–29. juna 2015. godine

Srbija je ove godine po tre²i put bila doma²in Juniorske balkanske mate-
matiqke olimpijade (19. po redu), koja je odr¼ana od 24. do 29. juna. Organizator
takmiqeǌa bilo je, kao i prethodna dva puta (Beograd, 1997. i Novi Sad, 2004),
Druxtvo matematiqara Srbije, a takmiqeǌe je odr¼ano u Studentskom odmara-
lixtu ,,Radojka Laki²“ u podno¼ju Avale. Ovaj objekat je u tu svrhu ustupilo
na korix²eǌe Minsitarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoj Srbije. Pred-
sednik Organizacionog odbora bio je prof. dr Zoran Kadelburg (Matematiqki
fakultet, Beograd), zamenik dr Nenad Vulovi� (Fakultet pedagoxkih nauka,
Jagodina), a sekretar Milox �ori� (Matematiqki fakultet, Beograd).

U zvaniqnoj konkurenciji uqestvovale su xestoqlane ekipe iz 11 balkanskih
zemaǉa (Albanija, Bosna i Hercegovina, Bugarska, Grqka, Kipar, Makedonija,
Moldavija, Rumunija, Srbija, Turska i Crna Gora), dok je u nezvaniqnoj konku-
renciji bilo jox 8 ekipa (Azerbejan, Kazahstan, Kirgistan, Saudijska Arabija,
Srbija B, Taikistan, Turkmenistan i Francuska).

Ekipe su stigle u Beograd u sredu, 24. juna, i smextene su u Studentskom od-
maralixtu. Narednog dana sastao se ´iri Balkanijade, koji su qinili rukovo-
dioci svih ekipa, a kojim je predsedavala prof. dr Mirjana �ori� (Matematiq-
ki fakultet, Beograd), imenovana, prema Pravilniku, od strane organizatora.
Na tom sastanku, od zadataka koje je, iz pristiglih predloga, odabrala komisi-
ja u sastavu prof. dr Ratko Toxi�, prof. dr Branislav Popovi� i Jo�ef
B. Varga, odre±ena su 4 zadatka za samo takmiqeǌe. Oni su zatim prevedeni i
umno¼eni tako da svaki takmiqar, osim zvaniqne engleske verzije, dobije tekst
i na svom jeziku.

Balkanijada je sveqano otvorena u petak, 26. juna u Studentskom odmara-
lixtu ,,Radojka Laki²“. Takmiqare, pratioce i goste su pozdravili prof. dr
Aleksandar Lipkovski, predsednik Druxtva matematiqara Srbije, i prof. dr
Vladimir Mi�i�, predsednik Organizacionog odbora prve JBMO, odr¼ane u
Beogradu 1997. godine. Nakon kratke ceremonije, takmiqari su se rasporedili
po unapred predvi±enim radnim mestima, gde su u periodu od 4 sata i 30 minuta
rexavali postavǉene zadatke.
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U toku poslepodneva istog dana, rukovodioci ekipa pregledali su radove
svojih takmiqara, dok su kopije tih radova istovremeno pregledali koordinato-
ri koje je imenovao organizator. Zatim su, u subotu, rukovodioci ekipa i koor-
dinatori usaglaxavali ocene tih radova. Va¼no je naglasiti da ovom prilikom
nije bio nijedan sluqaj nesaglasnosti izme±u rukovodilaca i koordinatora (za
takve sluqajeve je prema Pravilniku predvi±eno da ih rexava qitav ´iri), xto
svedoqi o vrlo kvalitetnom izboru koordinatora koje je uqinilo Druxtvo ma-
tematiqara Srbije. To su potvrdili i svi rukovodioci delegacija; ilustracije
radi navodimo deo elektronske poruke turskog lidera koju je poslao po povratku.

Once again I wish to thank you and all of your team for very good
organization of 2015 JBMO. The coordination which is a most important
part of the Olympiads was very smooth and fair.

Many thanks,
Azer Kerimov

Koordinatori su bili: Ratko Toxi� (predsednik), �or�e Dugoxija, Jo-
van Vukmirovi�, Milox Arsenovi�, Nebojxa Ikodinovi�, Vladimir Bo�in,
Miǉan Kne�evi�, �or�e Krtini�, �or�e Barali�, Jo�ef B. Varga, Soǌa
Quki�, Duxan Drobǌak, Maksim Stoki�, Katarina Luki�, Lazar Radiqevi�
i Mirjana Kati�.

Za vreme koordinacije, za takmiqare je organizovano razgledaǌe Beograda.
Tom prilikom, kao i tokom qitave Balkanijade, ǌih su pratili vodiqi (“gu-
ides”), koje su, po jednog za svaku ekipu, odredile Matematiqka i Filoloxka
gimnazija. Treba ista²i da su svi oni vrlo predano i sa velikom odgovornox²u
obavili ovaj ne bax lak posao. U nedeǉu, 28. juna, svi uqesnici JBMO bili su
na izletu na kojem su posetili Topolu (sa Oplencem) i Kragujevac (Akvarijum,
Topolivnica i Xumarice).

Sve navedene aktivnosti u vezi smextaja i izleta veoma uspexno su koor-
dinirali profesori Slavoǉub Milosavǉevi� (OX ,,Qegar“, Nix), Mirjana
Kati�, Gordana Zari� i Bojana Mati� (Matematiqka gimnazija, Beograd).

Zvaniqne rezultate Balkanijade usvojio je Me±unarodni ¼iri na svom za-
vrxnom sastanku, odr¼anom u subotu, 27. juna. Tom prilikom su, u skladu sa
Pravilnikom, odre±ene granice na osnovu kojih su dodeǉene medaǉe – zlatne,
srebrne i bronzane. Ukupno je u zvaniqnoj konkurenciji dodeǉeno 7 zlatnih me-
daǉa (za osvojenih 32–40 poena), 14 srebrnih (23–30 poena) i 22 bronzane (12–22
poena), kao i 4 pohvale (za bar jedan u potpunosti rexen zadatak). Gostuju²i
takmiqari dobili su tako±e medaǉe, prema istom kriterijumu kao zvaniqni (uz
naznaku ‘‘kao gost’’), tako da su ǌima dodeǉene 1 zlatna, 6 srebrnih i 26 bron-
zanih medaǉa.

Ekipa Srbije za ovu Balkanijadu odre±ena je na osnovu rezultata Juniorske
srpske matematiqke olimpijade koja je odr¼ana u Vaǉevu 23. maja ove godine. ǋu
su saqiǌavali:
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1. Ivan Pexi�, osmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beogradu,
2. Sr�an Kuzmanovi�, osmi razred OX ,,Svetozar Markovi² Toza“, Novi Sad,
3. Irina �ankovi�, sedmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beogra-

du,
4. Pavle Martinovi�, osmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beo-

gradu,
5. Aleksandar Milosavǉevi�, osmi razred OX pri gimnaziji ,,Svetozar

Markovi²“ u Nixu,
6. Aleksa Milojevi�, osmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beogra-

du.
Rukovodioci ekipe bili su dr Nenad Vulovi� (Fakultet pedagoxkih nauka

u Jagodini) i Milox �ori� (Matematiqki fakultet u Beogradu).
Naxa ekipa ostvarila je vrlo dobar uspeh – osvojili su 3 srebrne i 3 bron-

zane medaǉe. Srebrne medaǉe osvojili su Ivan Pexi�, Pavle Martinovi� i
Irina �ankovi�, a bronzane Sr�an Kuzmanovi�, Aleksandar Milosavǉevi�
i Aleksa Milojevi�.

Druga ekipa Srbije tako±e je odre±ena na osnovu rezultata Juniorske srpske
matematiqke olimpijade. ǋu su saqiǌavali:

1. Bogdan Raoni�, prvi razred Matematiqke gimnazije u Beogradu,
2. Vukaxin Mihajlovi�, sedmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Be-

ogradu,
3. Lazar Korsi�, osmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beogradu,
4. Mateja Zdravkovi�, osmi razred OX pri Prvoj kragujevaqkoj gimnaziji,

u Kraǉevu,
5. Jovan Toromanovi�, sedmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beo-

gradu,
6. Marina Vasiǉevi�, osmi razred OX pri Matematiqkoj gimnaziji u Beo-

gradu,
Zamenik rukovodioca ekipe bila je Milica Misojqi� (Matematiqka gimna-

zija, Beograd).
Oni su (kao gosti) osvojili pet bronzanih medaǉa (Lazar Korsi�, Vukaxin

Mihajlovi�, Bogdan Raoni�, Mateja Zdravkovi� i Jovan Toromanovi�).
Medaǉe su na zavrxnoj sveqanosti, odr¼anoj tako±e 28. juna, uruqili pred-

sednica ´irija i predsednik Druxtva matematiqara Srbije. Nakon toga je
usledila, u izuzetno prijatnoj atmosferi, tradicionalna oproxtajna veqera za
sve uqesnike.

Detaǉniji podaci o 19. JBMO mogu se na²i na zvaniqnom sajtu

www.dms.rs/jbmo

koji je tako±e visoko oceǌen od strane gostuju²ih uqesnika. Administrator
sajta bio je Velibor Milosavǉevi� iz Nixa. Milica Babi� i Biǉana �ami-
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lovi�, zaposlene u Druxtvu matematiqara Srbije, uspexno su obavile, kao i
obiqno, veliki deo tehniqkog posla na pripremi.

Sve pohvale zaslu¼uje i osobǉe Studentskog odmaralixta, na qelu sa uprav-
nikom Zoranom Spasojevi�em, koje je na izuzetno ǉubazan i profesionalan na-
qin ugostilo uqesnike.

Praktiqno jedina primedba koju smo quli od uqesnika Balkanijade odnosila
se na qiǌenicu da se ni u jednom trenutku (ni na otvaraǌu ni na zatvaraǌu
JBMO) nije pojavio nijedan zvaniqni predstavnik Ministarstva prosvete, xto
je sasvim neuobiqajeno na ovakvim manifestacijama.

Balkanske olimpijade nisu ekipna takmiqeǌa, te se na ǌima plasman ekipa
ne proglaxava. Me±utim, prema ukupnom broju osvojenih poena i rasporedu
medaǉa, mo¼e se (i uobiqajeno je) izvrxiti ǌihovo rangiraǌe. Na taj naqin
dolazi se do slede²eg plasmana.

1 2 3 4 5 6 Σ zlatne srebrne bronzane pohvale

1. Turska 40 40 30 27 23 17 177 2 3 1
2. Rumunija 35 30 28 26 25 24 168 1 5
3. Bugarska 35 32 30 20 18 14 149 2 1 3
4. Srbija 30 28 23 22 20 18 141 3 3
5. S. Arabija 36 30 17 15 12 12 122 1 1 4
6. Kazahstan 29 25 20 20 12 12 118 2 4
7. Grqka 34 34 14 13 11 11 117 2 2 1
8. Azerbejan 23 22 20 18 11 9 103 1 3
9. Moldavija 21 20 14 14 14 11 94 5 1
10. Srbija B 21 18 16 14 12 11 92 5
11. Turkmenistan 25 20 19 11 10 0 85 1 2 2
12. Taikistan 24 15 12 12 83 1 3
13. Francuska 20 19 14 12 12 2 79 5
14. Kipar 25 22 12 9 4 0 72 1 2
15. BiH 16 14 14 8 6 4 62 3
15. Makedonija 16 15 9 9 7 6 62 2
17. Albanija 14 11 11 10 10 3 59 1 2
18. Crna Gora 29 9 38 1
19. Kirgistan 5 1 1 1 8

Mo¼emo da konstatujemo da je 19. Juniorska balkanska matematiqka olim-
pijada bila izuzetno uspexna, kako u organizacionom, tako i u takmiqarskom
smislu.

Slede zadaci sa Balkanijade i ǌihova rexeǌa.
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Zadaci

1. Odredi sve proste brojeve a, b, c i prirodne brojeve k koji zadovoǉavaju
jednaqinu

a2 + b2 + 16c2 = 9k2 + 1.

[Grqka]

2. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + c = 3. Odredi
minimalnu vrednost koju mo¼e imati izraz

A =
2− a3

a
+

2− b3

b
+

2− c3

c
.

[Moldavija]

3. Neka je ABC oxtrougli trougao. Prave l1 i l2 su normalne na AB u taqkama
A i B, redom. Neka je taqka M sredixte du¼i AB. Normale povuqene iz
taqke M na prave AC i BC seku l1 i l2 u taqkama E i F , redom. Ako je D
presek pravih EF i MC, doka¼i da je ]ADB = ]EMF .

[Kipar]

4. L-figura je figura koja mo¼e da ima jedan od qetiri oblika sa slike (svaka
figura se sastoji od 3 jediniqna kvadrata):

Dati su tabla 5 × 5 koja se sastoji od 25 jediniqnih kvadrata, prirodni
broj k 6 25 i neograniqen broj L-figura.

Dva igraqa, A i B, igraju slede²u igru. Igru poqiǌe igraq A. Igra-
qi naizmeniqno boje istom bojom po jedan jediniqni kvadrat na tabli koji
prethodno nije obojen. Igra je zavrxena kada se oboji ukupno k jediniqnih
kvadrata.

Ka¼emo da L-figure dobro prekrivaju neobojene jediniqne kvadrate na ta-
bli ako se ne preklapaju i ako svaka od ǌih pokriva taqno tri neobojena
jediniqna kvadrata na tabli.

Igraq B pobe±uje ako svako dobro prekrivaǌe L-figurama ostavǉa nepre-
krivena najmaǌe tri neobojena jediniqna kvadrata. Odredi najmaǌu mogu²u
vrednost za k za koju igraq B ima pobedniqku strategiju.

[Kipar]
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Rexeǌa

1. Kako je 9k2 + 1 ≡ 1 (mod 3), to je

a2 + b2 + 16c2 ≡ 1 (mod 3), tj. a2 + b2 + c2 ≡ 1 (mod 3).

Kako kvadrati a2, b2, c2 mogu dati samo ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3, imamo
slede²e mogu²nosti:

a2 0 0 0 0 1 1 1 1

b2 0 0 1 1 0 0 1 1

c2 0 1 0 1 0 1 0 1

a2 + b2 + c2 0 1 1 2 1 2 2 0

Na osnovu ove tabele sledi da su dva od tri prosta broja a, b, c jednaka 3.
Prvi sluqaj. a = b = 3. Tada va¼i, redom, slede²e:

9k2 − 16c2 = 17, (3k − 4c)(3k + 4c) = 17,
{

3k − 4c = 1,

3k + 4c = 17,

{
c = 2,

k = 3
i (a, b, c, k) = (3, 3, 2, 3).

Drugi sluqaj. c = 3. Primetimo da, ako je (3, b0, c, k) rexeǌe date jednaqine,
tada je i (b0, 3, c, k) tako±e rexeǌe. Neka je, na primer, a = 3. Tada data
jednaqina dobija oblik

9k2 − b2 = 152, tj. (3k − b)(3k + b) = 152.

Oba faktora su iste parnosti, pa imamo samo dva mogu²a sluqaja:

•
{

3k − b = 2,

3k + b = 76,
dakle

{
b = 37,

k = 13
i (a, b, c, k) = (3, 37, 3, 13);

•
{

3k − b = 4,

3k + b = 38,
dakle

{
b = 17,

k = 7
i (a, b, c, k) = (3, 17, 3, 7).

Dakle, data jednaqina ima 5 rexeǌa:

{ (3, 3, 2, 3), (3, 37, 3, 13), (37, 3, 3, 13), (3, 17, 3, 7), (17, 3, 3, 7) }.

2. Transformiximo A kao xto sledi:

A =
2− a3

a
+

2− b3

b
+

2− c3

c
= 2

(
1
a

+
1
b

+
1
c

)
− a2 − b2 − c2

= 2 · ab + bc + ca

abc
− (a2 + b2 + c2)

= 2 · ab + bc + ca

abc
− ((a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca))

= 2 · ab + bc + ca

abc
− (9− 2(ab + bc + ca))
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= 2 · ab + bc + ca

abc
+ 2(ab + bc + ca)− 9

= 2(ab + bc + ca)
(

1
abc

+ 1
)
− 9.

Koriste²i sada poznatu nejednakost (x + y + z)2 > 3(xy + yz + zx) sa x = ab,
y = bc, z = ca, dobijamo da je (ab + bc + ca)2 > 3abc(a + b + c) = 9abc, odnosno

(1) ab + bc + ca > 3
√

abc.

S druge strane, na osnovu AG nejednakosti, imamo da je

(2)
1

abc
+ 1 > 2

√
1

abc
.

Mno¼eǌe obeju strana nejednakosti (1) i (2) daje

(ab + bc + ca)
(

1
abc

+ 1
)

> 3
√

abc · 2
√

1
abc

= 6.

Dakle, A > 2 ·6−9 = 3, a jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c = 1. Znaqi,
tra¼ena minimalna vrednost je 3.

3. Oznaqimo sa H, G preseqne taqke ME, MF sa AC, BC, redom (slika).

Iz sliqnosti trouglova MHA i MAE dobijamo da je
MH

MA
=

MA

ME
, dakle

(1) MA2 = MH ·ME.

Sliqno se na osnovu sliqnosti trouglova MBG i MFB dobija da je

(2) MB2 = MF ·MG.

Kako je MA = MB, na osnovu jednakosti (1) i (2) zakǉuqujemo da taqke E, H,
G, F pripadaju jednoj kru¼nici.

Sl. 1

Na osnovu toga imamo da je ]FEH = ]FEM = ]HGM . Tako±e je qetvo-
rougao CHMG tetivan, pa je ]CMH = ]HGC. Sledi da je

]FEH + ]CMH = ]HGM + ]HGC = 90◦,
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dakle, CM ⊥ EF . Sada iz tetivnih qetvorouglova FDMB i EAMD dobijamo
da je ]DFM = ]DBM i ]DEM = ]DAM . Zato su trouglovi EMF i ADB
sliqni, pa je ]ADB = ]EMF .

4. Pokaza²emo da igraq A pobe±uje ako je k ∈ {1, 2, 3}, ali da igraq B
pobe±uje za k = 4. Dakle, tra¼ena najmaǌa vrednost za k postoji i jednaka je 4.

Za k = 1 igraq A oznaqava gorǌi levi ugao kvadrata i zatim ga popuǌava
kao na slici levo.

Sl. 2

Za k = 2 igraq A tako±e oznaqava gorǌi levi ugao datog kvadrata. Koje god
poǉe da oznaqi igraq B, igraq A mo¼e da popuni dati kvadrat na isti naqin kao
u prethodnom sluqaju, osim xto ne postavǉa L-figuru koja bi pokrivala poǉe
koje je oznaqio B. Na taj naqin igraq A pobe±uje jer je ostavio samo dva poǉa
neoznaqena.

U sluqaju k = 3 igraq A pobe±uje slede²i sliqnu strategiju. Kada do±ena
red da oznaqi neko poǉe po drugi put, on oznaqava bilo koje poǉe L-figure koja
(na levoj slici) pokriva poǉe koje je oznaqio igraq B.

Poka¼imo sada da za k = 4 igraq B ima pobedniqku strategiju. Kako na
kraju treba da ostane 21 neoznaqeno poǉe, igraq A bi morao da sve ǌih pokrije
sa 7 L-figura. Mo¼emo da pretpostavimo da igraq A u svom prvom potezu nije
oznaqio neko poǉe iz dva doǌa reda table (inaqe mo¼emo samo da tablu okrenemo
za 180◦). U svom prvom potezu igraq B treba da oznaqi poǉe 1 na slici desno.
Ako igraq A u svom drugom potezu ne oznaqi nijedno od poǉa 2, 3 ili 4, onda B
u drugom potezu oznaqava poǉe 3. Igraq B pobe±uje jer je na taj naqin poǉe 2
ostalo neoznaqeno, ali ne mo¼e da bude pokriveno nekom L-figurom.

Ako igraq A u svom drugom potezu oznaqi poǉe 2, tada igraq B oznaqava
poǉe 5. Tako igraq B pobe±uje jer je sada poǉe 3 neoznaqeno, ali ne mo¼e da se
pokrije nekom L-figurom.

Najzad, ako igraq A u svom drugom potezu oznaqi poǉe 3 ili 4, tada igraq
B oznaqava drugo od ta dva poǉa. Igraq B pobe±uje jer je opet poǉe 2 ostalo
neoznaqeno, ali ne mo¼e da bude pokriveno.

Time su svi sluqaju razmotreni, te igraq B pobe±uje kada je k = 4.

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

kadelbur@matf.bg.ac.rs, milosdj@matf.bg.ac.rs


