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PRIMENA DRUGE TEOREME O SREDǋOJ
VREDNOSTI INTEGRALA

Druga teorema o sredǌoj vrednosti integrala izuqava se u okviru kursa
Matematiqke analize i uglavnom se koristi za dokaz Abelovog i Dirihleovog
kriterijuma za konvergenciju nesvojstvenih integrala. Primenom ove teoreme
se mogu dokazati na elementaran naqin i neke va¼ne jednakosti u Matematiqkoj
analizi. U daǉem tekstu je nekoliko takvih primena, ali najpre sledi dokaz
teoreme.

1. Druga teorema o sredǌoj vrednosti integrala. Neka je
f : [a, b] → R Riman-integrabilna, g : [a, b] → R monotona. Tada va�i

I ≡
∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)
∫ ξ

a

f(x) dx + g(b)
∫ b

ξ

f(x) dx, za neko ξ ∈ [a, b].

Dokaz. Ne umaǌuju²i opxtost dokaza, mo¼emo pretpostaviti da je funkcija
g(x), x ∈ [a, b] rastu²a, g(a) = 0, g(b) = 1, pa treba dokazati da va¼i

I ≡
∫ b

a

f(x)g(x) dx =
∫ b

ξ

f(x) dx, za neko ξ ∈ [a, b].

(Obrazlo¼eǌe: umesto rastu²e funkcije g(x) uvesti g1(x) = g(x)−g(a), odnosno

g2(x) =
g1(x)
g1(b)

.)

Neka je In =
n∑

i=1

∫ xi

xi−1
g(xi)f(x) dx, a = x0 < x1 < · · · < xn = b, xi − xi−1 =

b− a

n
za i ∈ {1, 2, . . . , n}. Oznaqimo F (t) =

∫ t

a
f(x) dx, t ∈ [a, b]. Sledi (promenom

redosleda sabiraǌa)

In =
n∑

i=1

g(xi)(F (xi)− F (xi−1))

= −[F (x0)(g(x1)− g(x0)) + F (x1)(g(x2)− g(x1)) + · · ·+
+ F (xn−1)(g(xn)− g(xn−1))] + f(b) = −Sn + F (b)

(sa Sn je oznaqen izraz u uglastoj zagradi). Funkcija F je neprekidna na [a, b],
dosti¼e minimum m i maksimum M na [a, b], pa je

Sn > m(g(x1)− g(x0)) + · · ·+ m(g(xn)− g(xn−1)) = m, odnosno Sn 6 M .
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Poxto je m 6 Sn 6 M i F je neprekidna, za neko t ∈ [a, b] je F (t) = Sn. Znaqi,

In = −Sn + F (b) = −F (t) + F (b) = −
∫ t

a

f(x) dx +
∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

t

f(x) dx,

za neko t ∈ [a, b], gde t zavisi od n.

Treba jox dokazati da je I = −F (ξ) + F (b) =
∫ b

ξ
f(x) dx, za neko ξ ∈ [a, b].

Pretpostavimo suprotno, da je I 6= −F (s) + F (b), za svako s ∈ [a, b], tj. I /∈
ψ([a, b]), gde je ψ(s) = −F (s)+F (b). Primetimo da je ψ([a, b]) zatvoren interval,
tj. ψ([a, b]) = [u, v] za neke u, v ∈ R i (∀n) In ∈ [u, v] jer je In = ψ(t).

Oznaqimo: δ = d(I, [u, v]) (xto znaqi da je I = u − δ ili I = v + δ, za neko
δ > 0). Sledi, |I − In| > δ, za proizvoǉno n ∈ N. S druge strane (poxto je
|f(x)| 6 Q, ∀x ∈ [a, b] za neko Q > 0) va¼i

|In − I| 6
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

|g(xi)− g(x)||f(x)| dx

6 Q
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

|g(xi)− g(xi−1)| dx =
Q

n
< δ

za n > n0. Kontradikcija!

2. Neka je f : [a,+∞) → R i g : [a,+∞) → R.
(a) Abelov kriterijum. Ako je

∫∞
a

f(x) dx konvergentan integral, a
funkcija g(x) monotona i ograniqena na [a,+∞), onda

∫∞
a

f(x)g(x) dx kon-
vergira.

(b) Dirihleov kriterijum. Ako postoji K ∈ R tako da va�i
| ∫ A

a
f(x) dx| 6 K, ∀A > a i funkcija g(x), x > a monotono te�i nuli kad

x → +∞, onda
∫∞

a
f(x)g(x) dx konvergira.

Dokaz. Ako je a < A1 < A2 i A1 → +∞, A2 → +∞, primenom teoreme 1
zakǉuqujemo da

∫ A2

A1

f(x)g(x) dx = g(A1)
∫ ξ

A1

f(x) dx + g(A2)
∫ A2

ξ

f(x) dx → 0

i u sluqju (a) i u sluqaju (b), pa tvr±eǌe sledi na osnovu Koxijevog principa
konvergencije.

3. Dokazati jednakost
1
12

+
1
22

+
1
33

+ · · · = π2

6
.

Dokaz. Oznaqimo: ϕn(x) =
1
2

+ cos 2x + cos 4x + · · ·+ cos 2nx, x ∈ R, n ∈ N.
Mno¼eǌem leve i desne strane sa 2 sin x izraqunavamo:

ϕn(x) =
sin(2n + 1)x

2 sin x
(x /∈ πZ, gde je πZ = {0, π,−π, 2π,−2π, . . . }).

Neka je an =
∫ π/2

0
tϕn(t) dt. Va¼i jednakost

a2n−1 =
1
2

(
π2

8
− 1

12
− 1

32
− · · · − 1

(2n− 1)2

)
(n ∈ N).
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Funkcija g(t) =
t

sin t
(0 < t 6 π

2
), g(0) = 1, monotona je na

[
0,

π

2

]
, pa na osnovu

teoreme 1

a2n−1 =
1
2

∫ π/2

0

t

sin t
sin

(4n− 1)t
2

dt → 0 (n →∞),

jer je a2n−1 =
1
2

(
g(0)

∫ ξ

0

sin
(4n− 1)t

2
dt + g

(π

2

) ∫ π/2

ξ

sin
(4n− 1)t

2
dt

)
. Sledi:

1
12

+
1
32

+
1
52

+ · · · = π2

8
. Ostaje da se primeni jednakost

1 +
1
22

+
1
32

+ · · · =
( 1

12
+

1
32

+
1
52

+ · · ·
)

+
1
4

( 1
12

+
1
22

+ · · ·
)
.

4.
1
14

+
1
24

+
1
34

+ · · · = π4

90
.

Dokaz. Neka je sada an =
∫ π/2

0
t3ϕn(t) dt, a funkcija ϕn(t) definisana kao

u 3. Treba izraqunati an i (na osnovu teoreme 1) zakǉuqiti da an → 0. Tako

se dobija najpre
1
14

+
1
34

+
1
54

+ · · · = π4

96
, a zatim i tra¼eni zbir.

Sliqno, uzimaju²i

an =
∫ π/2

0

(et − 1)ϕn(t) dt odnosno an =
∫ π/2

0

(et − e−t)ϕn(t) dt,

mo¼emo izraqunati zbirove
∞∑

n=1

(−1)n

1 + 4n2
i

∞∑
n=1

1
1 + 4n2

itd.

5.
∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

Dokaz. Na intervalu
[
0,

π

2

]
je funkcija g(x) =

1
sin x

− 1
x

(g(0) = g(0+) = 0)

rastu²a; g′(x) > 0 ako je sin2 x > x2 cosx. Posledǌa nejednakost je taqna jer je

sin x > x− x3

6
, cos x 6 1− x2

2
+

x4

24
(0 6 x 6 π

2
). Na osnovu teoreme 1

∫ π/2

0

(
1

sin x
− 1

x

)
sin(2n− 1)x dx

= g(0)
∫ ξ

0

sin(2n− 1)x dx + g
(π

2

) ∫ π/2

ξ

sin(2n− 1)x dx → 0,

kad n →∞. Kako je In ≡
∫ π/2

0

sin(2n− 1)x
sin x

dx =
π

2
(n ∈ N), jer je In+1− In = 0

(n ∈ N), I1 =
π

2
, sledi da

∫ π/2

0

sin(2n− 1)x
x

dx → π

2
(n →∞).
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Uvode²i smenu (2n− 1)x = t, dobijamo
∫ (2n−1)

π
2

0

sin t

t
dt → π

2
.

Poxto je integral
∫ +∞

0

sin t

t
dt konvergentan, xto mo¼emo tako±e zakǉuqiti pri-

menom teoreme 1 (ili Dirihleovog kriterijuma), sledi∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

6. (a) ctg x =
1
x

+
∞∑

k=1

2x

x2 − π2k2
(x /∈ πZ);

(b)
1

sin x
=

1
x

+
∞∑

k=1

(−1)k · 2x

x2 − π2k2
(x /∈ πZ).

Dokaz. (a) Oznaqimo ϕn(t) =
1
2

+ cos 2t + cos 4t + · · · + cos 2nt, an =∫ π

0
2 cos(2βt)ϕn(t) dt. Sledi:

an =
sin(2βπ)

2β
+ sin(2βπ)

n∑
k=1

β

β2 − k2
.

Poxto je ϕn(t) =
sin(2n + 1)t

2 sin t
, mo¼e se an prikazati u obliku

an =
∫ π

0

cos(2βt)
sin(2n + 1)t

2 sin t
dt

=
∫ π/2

0

cos(2βt)
sin(2n + 1)t

sin t
dt +

∫ π

π/2

cos(2βs)
sin(2n + 1)s

sin s
ds.

U posledǌi integral uvodimo smenu s = π − t. Va¼i

an = 2 cos(βπ)
∫ π/2

0

sin(2n + 1)t
sin t

cos(βπ − 2βt) dt.

Pogodno je pisati an u obliku an = bn + cn, gde je

bn = 2 cos2(βπ)
∫ π/2

0

sin(2n + 1)t
sin t

dt, cn = 2 cos(βπ)
∫ π/2

0

h(t)sin(2n + 1)t dt,

h(t) =
cos(βπ − 2βt)− cos(βπ)

sin t
, h(0) = h(0+).

Prema dokazanom u 5, bn → 2 cos2(βπ) · π

2
= π cos2(βπ), a na osnovu teoreme 1

cn → 0, jer funkcija h ima ograniqen izvod na
[
0,

π

2

]
(h′(0) = −2β2 cosβπ =

limt→+0 h′(t)), xto znaqi da h ima ograniqenu varijaciju, pa se mo¼e prikazati u

obliku razlike dve monotone, ograniqene funkcije: h(t) = g1(t)−g2(t), t ∈
[
0,

π

2

]
.

Znaqi, an → π cos2(βπ) (n →∞), tj. va¼i

π cos2(βπ) =
sin(2βπ)

2β
+ sin(2βπ)

∞∑
k=1

β

β2 − k2
.
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Ako ovu jednakost podelimo sa π cos(βπ) sin(βπ) i oznaqimo x = βπ, dobijamo
tra¼enu jednakost.

(b) Za x /∈ πZ va¼i
1

sin x
= ctg

x

2
− ctg x. Desnu stranu ove jednakosti

mo¼emo prikazati kao razliku dva reda, primeǌuju²i rezultat (a). Tako dobi-
jamo tra¼enu jednakost.

7. Za α ∈ (0, 1) je

B(α, 1− α) =
π

sin(πα)
.

(Funkcija B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1 dt (x > 0, y > 0) je poznata pod imenom

beta-funkcija).

Dokaz. Smenama t =
x

1 + x
i x =

1
y

dobija se

B(α, 1−α) =
∫ 1

0

tα−1(1− t)−α dt =
∫ +∞

0

xα−1

1 + x
dx =

∫ 1

0

xα−1

1 + x
dx+

∫ 1

0

y−α

1 + y
dy.

Za proizvoǉno n ∈ N, 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 va¼i:

1
1 + x

= 1− x + x2 − x3 + · · ·+ x2n − x2n+1

1 + x
,

1
1 + y

= 1− y + y2 − · · · − y2n−1 +
y2n

1 + y
,

pa je

B(α,1− α) =
1
α
− 1

α + 1
+

1
α + 2

− · · ·+ 1
α + 2n

−
∫ 1

0

x2n+α

1 + x
dx

+
1

1− α
− 1

2 + α
+ · · · − 1

2n− α
+

∫ 1

0

y2n−α

1 + y
dy

=
1
α
− 2α

α2 − 1
+

2α

α2 − 4
− · · ·+ 2α

α2 − 4n2
−

∫ 1

0

x2n+α

1 + x
dx +

∫ 1

0

y2n−α

1 + y
dy.

Prelaskom na limes kad n →∞ dobija se

B(α, 1− α) =
1
α
− 2α

α2 − 1
+

2α

α2 − 4
− · · ·

Primenom razvoja 6.(b) zakǉuqujemo da je
π

sin(πα)
= B(α, 1− α).
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