
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dragoǉub Miloxevi�

JOX O BROJEVNIM SREDINAMA

Zadatak 1. Oznaqimo sa A, G, H i K, redom, aritmetiqku, geometrijsku,
harmonijsku i kvadratnu sredinu za dva pozitivna broja a i b:
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Dokazati da va¼i:
(a) A2 > KG; (b) K + G > 2A; (v) A + H > 2G; (g) 2K + H 6 3A.

Rexeǌe. Direktno se proverava da va¼e jednakosti

AH = G2,(1)

G2 + K2 = 2A2.(2)

Iskoristimo ovo za dokazivaǌe datih nejednakosti.
(a) Na osnovu jednakosti (2) dobijamo da je G2 − 2KG + K2 = 2A2 − 2KG,

odnosno (K − G)2 = 2(A2 −KG). Kako je (K − G)2 > 0, iz posledǌe relacije
proizlazi 2(A2 −KG) > 0, odakle je A2 > KG.

(b) Koriste²i jednakost (2) i dokazanu nejednakost (a) dobijamo

(K + G)2 = K2 + G2 + 2KG = 2A2 + 2KG 6 2A2 + 2A2 = 4A2,

odakle je K + G 6 2A.
(v) Kako je (A −H)2 > 0, imamo A2 − 2AH + H2 > 0, xto je ekvivalentno

sa A2 + 2AH + H2 > 4AH, odnosno sa (A + H)2 > 4G2 (zbog (1)). Posledǌa
nejednakost daje A + H > 2G.

(g) Koriste²i nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine za
brojeve A i 2A−H dobijamo

A + 2A−H

2
>

√
A(2A−H), tj.

(
3A−H

2

)2

> A(2A−H).

S obzirom da je A(2A−H) = 2A2 −AH = G2 + K2 −G2 = K2 (zbog (2) i (1)),
imamo

(
3A−H

2

)2

> K2 odakle K 6 3A−H

2
i 2K + H 6 3A.
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Zadatak 2. Dokazati da za prethodno posmatrane brojeve va¼e nejednakosti:

(d) K + H > A + G; (±) KH 6 AG.

Jedan dokaz ovih nejednakosti dat je u qlanku [1]. Ovde ²emo dati drugaqije
dokaze.

Rexeǌe. (d) Mno¼eǌem leve i desne strane dokazane nejednakosti (b) pozi-
tivnim brojem K − G i primenom jednakosti (1) i (2) dobijamo redom slede²e
ekvivalentne nejednakosti:

K2 −G2 6 2AK − 2AG,

K2 + 2AG 6 2AK + G2,

K2 + 2AG + G2 6 2AK + 2G2,

2A2 + 2AG 6 2AK + 2AH,

2A(A + G) 6 2A(K + H),
K + H > A + G.

(±) Na osnovu jednakosti (1) i nejednakosti (a) dobijamo redom:

AHK = G2K,

HK =
KG

A
·G,

HK 6 A2

A
·G,

KH 6 AG.

Pomenimo da nejednakosti (d) i (±) ne mogu da se uopxte, tj. one ne va¼e kada
se primene za vixe od dva broja. Za nejednakost (d) to je pokazano u qlanku [1], a
za nejednakost (±) u jednom od prethodnih qlanaka ove sveske Nastave matematike.
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