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1. Motivacije

Pretpostavimo da treba da rexite slede²i problem. Neka se na poǉima
numerisanim brojevima od 1 do n (5 6 n 6 106) mogu nalaziti neki predmeti.
Na poǉa koja su u poqetnom trenutku prazna, mogu se dodavati, ali i sa ǌih
uklaǌati (ako su neprazna) predmeti. Vax program treba da proqita i izvrxi
niz komandi slede²eg oblika:

• D j k, gde je j neki broj izme±u 1 i n, a k prirodan broj. Ovom komandom se
na poǉe sa rednim brojem j dodaje k predmeta.

• B j k, gde je j neki broj izme±u 1 i n, a k prirodan broj. Ovom komandom se
sa poǉa sa rednim brojem j uklaǌa k predmeta. Pretpostavka je da na tom
poǉu ima bar k predmeta.

• P j1 j2, gde je 1 6 j1 6 j2 6 n. Ovom komandom se od vas zahteva da
odgovorite koliko ukupno ima predmeta na poǉima j1, j1 + 1, j1 + 2, . . . , j2.

• K. Ovom komandom se prekida izvrxavaǌe vaxeg programa.

Na prvi pogled radi se o jednostavnom zadatku. Potrebno je definisati niz
sa odgovaraju²im brojem elemenata, tj. ukupan broj elemenata niza je jednak broju
poǉa. Elementi niza sadr¼e informacije o broju predmeta na odgovaraju²im
poǉima. Komande za dodavaǌe i uklaǌaǌe predmeta se realizuju tako xto se
odgovaraju²i element niza (tj. element niza koji odgovara tom zadatom poǉu)
uve²a ili umaǌi za odgovaraju²u vrednost. Komanda za odre±ivaǌe ukupnog
broja predmeta na zadatom skupu poǉa se realizuje tako xto se saberu vrednosti
elemenata niza koji odgovaraju tim poǉima.

Prema tome, komande za dodavaǌe i izbacivaǌe predmeta su realizovane
vrlo efikasno (jedno sabiraǌe ili jedno oduzimaǌe), ali komanda za prebra-
jaǌe i nije efikasna (potrebno je izvrxiti sabiraǌe nekih elemenata niza).
Zakǉuqujemo da su nam komande za prebrajaǌe kritiqne za izvrxavaǌe programa
i da ²e broj tih komandi odrediti karakteristike programa. Za oqekivati je da
²e tih komandi biti dosta i da ²e zahtevati sabiraǌe velikog broja elemenata.

Jedan od naqina da ubrzamo odre±ivaǌe zbira uzastopnih elemenata je ko-
rix²eǌe slede²e qiǌenice:

ai + ai+1 + · · ·+ aj−1 + aj = (a1 + a2 + · · ·+ aj−1 + aj)− (a1 + a2 + · · ·+ ai−1).
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Ako sa si oznaqimo zbir prvih i elemenata niza a, tj. si = a1 +a2 + · · ·+ai, onda
²e va¼iti

ai + ai+1 + · · ·+ aj−1 + aj = sj − si−1.

Znaqi, zbir raqunamo u konstantnom vremenu jednim oduzimaǌem. Zbirovi si se
obiqno nazivaju parcijalne sume elemenata niza a.

Me±utim, problem je samo prividno rexen. Nije texko primetiti da ima-
mo vixe izraqunavaǌa pri dodavaǌu novih premeta na pojedina mesta (tj. pri
uve²avaǌu pojedinih elemenata niza). Element ai uqestvuje u parcijalnim suma-
ma si, si+1, . . . , sn. Prema tome, svaka promena elementa ai dovodi do odgovara-
ju²ih promena u navedenim parcijalnim sumama, tako da moraju biti a¼urirane.
Sliqno se dexava i pri uklaǌaǌu predmeta sa pojedinih poǉa.

2. Kumulativne sume

Ako je n prirodni broj, oznaqimo sa r(n) najve²i stepen broja 2 koji je
delilac broja n:

r(n) = max{2k : 2k | n}.
Lako se zakǉuquje da je r(n− r(n)) > r(n). Ako je r(n) = 2k, onda je n = q × 2k,
gde je q neparan broj. U suprotnom bi bilo

n = q × 2k = 2q1 × 2k = q1 × 2k+1,

tj. bilo bi n deǉivo sa 2k+1. Zbog toga je n− r(n) = q × 2k − 2k = (q − 1)× 2k,
i poxto je q − 1 paran to je n− r(n) deǉivo bar sa 2k+1, te je

r(n− r(n)) > 2k+1.

Ako formiramo niz x na slede²i naqin:

x0 = n, xi+1 = xi − r(xi),

onda ²e va¼iti:
• svaki element niza x je nenegativan (jer je r(xi) 6 xi, pa je xi − r(xi) > 0),
• niz xi je monotono opadaju²i,
• zbog toga postoji element xk qija je vrednost nula.

Lako se proverava da je

xi = x0 − r(x0)− r(x1)− · · · − r(xi−1),

a ako se stavi da je i = k, onda

x0 = n = r(x0) + r(x1) + · · ·+ r(xk−1).

Ako bismo formirali niz t tako da je tn jednako zbiru r(n) uzastopnih elemenata
niza a, gde je posledǌi an, onda bi parcijalnu sumu sn mogli relativno lako
odrediti. Ako definixemo niz x, kao u prethodnom izlagaǌu, onda ²e:
• element tx0 biti zbir r(x0) uzastopnih elemenata niza a, gde je indeks

posledǌeg x0, pa je indeks prvog x0 − r(x0) + 1 = x1 + 1:

tx0 = ax1+1 + ax1+2 + · · · ax0
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• element tx1 biti zbir r(x1) uzastopnih elemenata niza a, gde je indeks
posledǌeg x1, pa je indeks prvog x1 − r(x1) + 1 = x2 + 1:

tx1 = ax2+1 + ax2+2 + · · · ax1

• element txk−1 biti zbir r(xk−1) uzastopnih elemenata niza a, gde je indeks
posledǌeg xk−1, pa je indeks prvog xk−1 − r(xk−1) + 1 = xk + 1 = 1:

txk−1 = a1 + a2 + · · · axk−1 .

Lako se proverava da je

txk−1 + txk−2 + · · ·+ tx1 = a1 + a2 + · · ·+ an = sn.

Pod pretpostavkom da su elementi niza t izraqunati, funkciju za odre±ivaǌe
parcijalne sume prvih n elemenata niza a mo¼emo zapisati na slede²i naqin
(napomenimo da indeksiraǌe elemenata nizova ide od 1):

ParcSuma(n, t)

1 k ← 1

2 rs ← 0;

3 while n 6= 0 do

4 if odd(n div k) then

5 rs ← rs + t[n];

6 n ← n− k;

7 k ← 2× k;

8 return s

Primetimo da broj izvrxavaǌa while petǉe nije ve²i od blog2 nc. Naime,
u svakom prolazu kroz petǉu broj k se udvostruqava, a ǌegova vrednost ne mo¼e
postati ve²a od n.

Ovakvi zbirovi nose naziv kumulativne sume i oqigledno omogu²avaju je-
dnostavnije izraqunavaǌe kako parcijalnih suma tako i suma proizvoǉnog broja
uzastopnih elemenata niza.

No da bismo mogli izraqunati parcijalne sume, moraju i elementi niza
t biti uvek a¼urni. Xta se dexava kada se promeni element an za broj ∆?
Oqigledno se za ∆ meǌaju neki elementi niza t. Da vidimo koji su to elementi.
Za poqetak, ako je 2k > n, onda se an nalazi me±u prvih 2k elemenata niza a
pa uqestvuje u zbiru t2k i zato taj zbir treba a¼urirati. Ako je 2k < n, onda
mo¼emo odrediti koliqnik q = dn−1

2k e i tada je q × 2k + 1 6 n 6 (q + 1) × 2k.
Element t(q+1)×2k sadr¼i zbir 2k posledǌih elemenata niza a, a me±u ǌima je i
an, ali samo ako je q + 1 neparan broj (jer je tada r((q + 1)× 2k) = 2k). Ovakav
postupak izraqunavaǌa se mo¼e primeniti i onda kada je 2k > n. Naime, tada
je n− 1 < 2k pa je onda q = dn−1

2k e = 0 te je q + 1 = 1 tako da ²e biti a¼uriran
element t2k .

Pseudokod za a¼uriraǌe elemenata niza t (sa n elemenata), nakon promene
elementa am za vrednost ∆ se mo¼e zapisati na slede²i naqin:
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AzurirajKS(n, m, Delta, t)

1 m1 ← m− 1;

2 k ← 1

3 while k 6 n do

4 q ← m1 div k

5 if odd(q + 1) then

6 t[(q + 1)× k] ← t[(q + 1)× k] + Delta

7 k ← 2× k

Slo¼enost a¼uriraǌa kumulativnih suma je odre±ena brojem izvrxavaǌa
while-petǉe. Petǉa se izvrxava za vrednosti k = 1, 2, 4, . . . , kmax = 2lmax , gde
je kmax stepen broja dva koji nije ve²i od n. Odavde je kmax 6 n i 2× kmax > n.
Budu²i da je kmax = 2lmax , to je lmax = blog2 nc, te je slo¼enost a¼uriraǌa
Θ(log2 n).

Prema tome slo¼enost svih operacija je Θ(log2 n).

3. Dvodimenzionalni sluqaj

Na Me±unarodnoj olimpijadi 2001. godine bio je za nijansu te¼i problem.
Deo ravni koji predstavǉa podruqje koje ,,pokriva“ jedan operator mobilne tele-
fonije ima oblik pravougaonika i izdeǉen je na kvadrate (predstavǉaju osnovnu
jedinicu u organizaciji). Ukupno ima m vrsta i n kolona kvadrata (m,n 6 1000)
i na svakom od ǌih ima odre±en broj pretplatnika. Kolone su numerisane bro-
jevima od 1 do n sleva nadesno, a vrste brojevima od 1 do m odozdo nagore (za
nijansu drugaqije od numeracije vrsta i kolona u matricama, ali to ne bi tre-
balo da stvara probleme).

Tokom vremena se pojavǉuju novi pretplatnici i odjavǉuju neki od posto-
je²ih. Operatora interesuje da s vremena na vreme odredi broj pretplatni-
ka u nekoj podoblasti (koja ima oblik pravougaonika i odre±ena je koordina-
tam kvadrata koji se nalaze kod naspramnih temena (recimo (v1, k1) i (v2, k2),
1 6 v1 6 v2 6 m i 1 6 k1 6 k2 6 n). Takmiqarski program treba da
,,isprocesira“ niz komandi oblika: dodaj odre±en broj pretplatnika na odre±eno
poǉe, odjavi odre±en broj pretplatnika, prebroj ukupan broj pretplatnika na
pravougaonoj podoblasti.

Po analogiji sa jednodimenzionim sluqajem, zbir na poǉima u okviru pra-
vougaone oblasti qija naspramna temena su (v1, k1) i (v2, k2) se mo¼e odrediti
kombinovaǌem zbirova u pravougaonim oblastima qije je jedno teme (1, 1) (to bi
bili analogoni parcijalnih suma). Ako je s[v, k] suma sadr¼aja poǉa u pravouga-
onoj oblasti qije je jedno teme (1, 1), a drugo (v, k), onda je zbir poǉa pravougaone
oblati qija su temena (v1, k1) i (v2, k2) jednaka

s[v2, k2]− s[v1 − 1, k2]− s[v2, k1 − 1] + s[v1 − 1, k1 − 1].

Ove parcijalne sume se mogu izraqunati primenom kumulativnih suma, analognih
kumulativnim sumama za jednodimenzionu oblast. Tako ²e t[v, k] biti suma poǉa
pravougaone oblasti qije je gorǌe levo teme (v, k), qija je visina r(v) (tj. sadr¼i
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r(v) vrsta), a xirina r(k). Ako su te sume a¼urne, onda ²emo s[v, k] odrediti
slede²im postupkom

ParcSuma2D(v, k, t)

1 s ← 0

2 kv ← 1

3 while v > 0 do

4 if odd(v div kv) then

5 kk ← 1

6 k1 ← k

7 while k1 > 0 do

8 if odd(k1 div kk) then

9 s ← s + t[v, k1]

10 k1 ← k1 − kk

11 kk ← 2× kk

12 kv ← 2× kv

13 return s

A¼uriraǌe izvodimo kao i a¼uriraǌe u jednodimenzionom sluqaju. To zna-
qi da ²emo za svaki par vrednosti kv i kk eksponenata odre±ivati pravougaonu
oblast qije gorǌe desno teme ima koordinate (v, k) gde je v umno¼ak od 2kv, k
umno¼ak od 2kk i ako su pritom v/2kv i k/2kk neparni, onda kumulativnu sumu
za to poǉe treba a¼urirati.

AzurirajKS2D(m, n, v, k, Delta, t)

1 v1 ← v − 1;

2 vk ← 1

3 while vk 6 m do

4 vq ← v1 div vk

5 if not odd(vq) then

6 k1 ← k − 1

7 kk ← 1

8 while kk 6 n do

9 kq ← k1 div kk

10 if not odd(kq) then

11 t[(vq + 1)× vk][(kq + 1)× kk] ← t[(vq + 1)× vk][(kq + 1)× kk] + Delta

12 kk ← 2× kk

13 vk ← 2× vk

4. Primena na izraqunavaǌe minimuma/maksimuma

Drugi problem koji se mo¼e rexiti primenom opisane strategije je i pro-
blem odre±ivaǌa minimuma (ili maksimuma) za podniz koga qine svi elementi
niza od prvog (poqetnog) do nekog konkretnog. Po analogiji sa kumulativnim
sumama u nizu kumulativnih minimuma (ili maksimuma) quvamo minimume (mak-
simume) za deo niza: tmin[k] ²e biti minimum r(k) uzastopnih elemenata niza
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gde je posledǌi element na k-tom mestu. Primenom takvih kumulativnih minimu-
ma lako raqunamo minimum podniza od prvog do proizvoǉnog elementa (ako smo
kod parcijalnih suma raqunali to kao zbir kumulativnih suma, u ovom sluqaju
raqunamo minimum kumulativnih minimuma).

Me±utim, ako bismo ¼eleli da izraqunamo minimum od uzastopnih elemenata
gde poqetni ne bi bio prvi element niza, nego neki kasniji, to ne bismo mogli
da izvedemo kao za zbir (raqunaju²i razliku parcijalnih suma). Poznavaǌe
minimuma za prvih n elemenata i minimuma za prvih m − 1 elemenata (n > m)
ne omogu²ava direktno izraqunavaǌe minimalnog elementa u podnizu poqev od
m-tog do n-tog.

O strukturi podataka koja bi obezbedila efikasno odre±ivaǌe takvih mi-
nimuma i maksimuma u nekom budu²em tekstu.
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