HACTABA PAUYHAPCTBA

JIp Hparau Y pomeBuh

ITPUMEHA KYMYJIATUBHUX CYMA

1. MoTuBamnuje

IIpermocraBsumo ma tpeba ma pemmute ciaemnehwm mpobiem. Heka ce Ha momuma
myMepucanmM 6pojesmma ox 1 1o n (5 < n < 10°%) mory mamasutu Herkw mpemveTn.
Ha moma kKoja cy y mMOYETHOM TPEHYTKY NpasHa, MOTY Ce IOJABATHU, ajll U Ca HBUX
yKIamaTy (aKo Cy Hempa3Ha) mpeaMeru. Bam mporpam Tpefa Aa OpOYMTA U U3BPLIN
HU3 KOMaHau ciaeneher obamka:

e D j k, rue je j mexu 0poj uamebhy 1 u n, a k npuponan 6poj. OBoM KOMaHIOM Ce
HA TOJLe ca peJHuM OpojeM j momaje k mpemmera.

e B j k, rue je j weku 6poj usmeby 1 u n, a k npuponan 6poj. OBoM KOMaHIOM Ce
ca moJba ca pemHuM OpojeM j ykaawa k mpemmera. IIpermocraBka je ma Ha TOM
nossy uMa bap k mpenmera.

e P j jo, rme je 1l < j1 < jo < n. OBOM KOMaHIOM Ce O BAC 3aXTeBa 1A
OJTrOBOPUTE KOJIUKO YKYMHO MMa MpeAMeTa Ha MobuMa ji,j1 + 1,71 + 2,..., Ja2.

e K. OBOM KOMAHIOM C€ MPEKUAA U3BPIIABAKE BAIIET IPOrPaMa.

Ha npBu norsiexn pamu ce o jemHOCTaBHOM 3a1aTKy. lloTpebHO je medpuHMCATH HU3
ca onroapajyhum 6Gpojem ememenarta, Tj. yKymaH Opoj eaeMeHaTa HUA3a je jemHak Opojy
nosa. EmemenTtu Hm3a canapixke ndopMmaruje o Opojy mpemmera Ha oaroBapajyhnm
nossuma. KoMmanne 3a momaBame U yKJIamame IPENMETA CE PEANn3yjy TaKo IMTO ce
oxrosapajyhu ememeHT Hu3a (Tj. eJeMEHT HM3a KOjU OATOBAPA TOM 3aaTOM IOJLY)
yBehia miau ymamu 3a omrosapajyhy spemmoct. KRomanma 3a ompehuBame yKymHOT
Opoja mpeaMeTa Ha 3a0aTOM CKYIY IIOJbA C€ PEAJU3Yje TAKO WITO ce cabepy BPemHOCTH
eJleMeHaTa HU3a KOjU OArOBapajy TUM ITOJHUMA.

[Ipema Tome, koManze 3a momaBame W u3DAlMBAKE IPEIMETa Cy DPeaIn30BaHe
BpJO e(uracHO (jenHo cabupame WM jeNHO OLy3UMaibe), aly KOMaHIa 3a mpebpa-
jame u Huje eduracHa (MOTPEOHO je M3BPIUTYH CAOUPAHmE HEKUX €JNEMEHATA HU3A).
3armydyjeMo fa cy HaM KOMamze 3a mpebpajame KPUTUYHE 38 U3BPIIABAKE IPOrpaMa
7 na hie Opoj TUX KOMAHAW OAPEINTU KAPAKTEPUCTUKE IPOrpaMa. 3a OUCKUBATH je Ia
he Tux komamm 6uTH MocTa M ma he 3axTeBaTy cabupame BeJUKOT Opoja ejgeMeHara.

Jenan on maumua na ybpsamo oxpebuBame 30upa y3acTOMHMX eJeMEHATA je KO-
pumheme caenehe yumeHune:

ai +aip1+-tajo1ta;=(a1+a2+ a1 +a;) — (a1 +az+ -+ ai-1).
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Axo ca s; o3HaunMO 30Up OPBUX ¢ €JeMeHaTa HU3a a, Tj. S; = a1+ as + - - - + a;, OHIA
he BaxuTu

a; +aip1+ - F+aj1+a; =8; — ;1.
3Hauu, 30Up pauyHaAMO y KOHCTAHTHOM BPEMEHY jeIHUM Ony3uMameM. 30MpoBU S; ce
OOMYHO HA3UBA]y MapUUjajiHe CyMe eJeMeHaTa HU3a d.

Mebyrtum, mpobiaem je camo mpuBuano permer. Huje Temko mpuMeruTru ma mma-
MO BUIIE M3PAUYHABAMKA MPU AOJaBaly HOBUX NPEMETa Ha MOjeluHa MecTa (Tj. mpu
yselaBamy mojeavHux eneMeHaTa HU3a). EJIeMEHT a; y4ecTByje y MapIUjalHIM CyMa-
Ma S;, Si+1, --- , Sp. lIpemMa TOMe, cBaka IpOMeHa eJeMEHTa a; HOBOIU IO OArOBapa-
jyhux mpomeHna y HaBeIeHUM HTAPIUjaJHUM CyMaMa, TaKO Oa MOpajy OUTHU ayKypupaHe.
CuuHo ce memaBa U OpU YRIAHAKY IPEIMeTa €a MOjeUHAX TOJhA.

2. KymynaTtuBHe cyme

Axo je n mpupomau 6poj, osmaummo ca r(n) majselin cremen Gpoja 2 koju je
nmemuiarn 6poja n:
r(n) = max{2* : 2% | n}.
Jlaxko ce 3armyuyje xa je r(n —r(n)) > r(n). Axo je r(n) = 2%, onma je n = q x 2F,
rae je ¢ Hemapas 6poj. Y cympoTHOM Ou 6mIT0
n=qx2F=2q x2%=q x 281,
1j. Guo 6u n memmso ca 281, 36or Tora je n —r(n) = q x 2F — 28 = (¢ — 1) x 2F,
u momTo je ¢ — 1 mapas To je n — r(n) memuso Gap ca 2k+1 e je
r(n —r(n)) > 281
Axo dpopmupamo Hu3 x Ha crenehin HauwmH:
To =, Tit1 = x; — r(x;),
ouna he BakuTu:
® CBAaKM €JIEMEHT HU3a T je HeHeratmsad (jep je r(x;) < x;, ma je xz; — r(z;) = 0),
® HU3 X; je MOHOTOHO omanajyhu,
e 300r TOra IOCTOjU €JIEMEHT Tj 4Yhja je BPETHOCT HyJIA.
Jlako ce mposepaBa j1a je
x; =xo —r(x) —r(xy) — - —7r(miz1),
a ako ce cTaBu na je ¢ = k, oHOa
xo=n=r(xg) +r(x1)+ - +r(xp_1).

Axko 6ucmo popmupasm HU3 ¢ TAKO A je t,, jeaHako 36upy r(n) y3acTONHAX eleMeHaTa
HU3a @, TOE je TOCIEeNHU Qy, OHNA OW HMAPIUjATHY CYMY S, MOIJIM PEJIATUBHO JIAKO
ompemutu. AKO medUHUIIEMO HU3 T, KAO y IPETXOMHOM M3Jaramy, OHAa he:
e cieMeHT t,, Outu 36up r(xg) y3aCTONHMX eJeMeHAaTa HU3a a, THAE je UHIEKC
HOCTENRmET T, M je MHmeKc npsor xo — 7 (xg) + 1 = x1 + 1:

tl’o =0Ogy41 + Qgy42 + - gy
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e eieMeHT t,, Ourtu 30up r(x1) y3aCTONHMX eJeMeHaTa HU3a a, THAE je UHIEKC
NOCTENImEr 1, Na je manexc npsor x1 — r(r1) + 1 = xs + 1:

tﬂﬁl = Qpy+1 + Ago42 + e Qg

® eIeMeHT t,, , Ouru 36up r(xp_1) y3aCTONHNX eNeMeHATa HU3A a, TIe je UHIEKC
HOCTENImEr Tk _1, A je MHIEKC IPBOT Tp_1 — r(Tp—1) + 1 =2 +1=1:

tyy, =a1+ a2+ Qg
Jlako ce mposepaBa na je
tﬂ?k—l +tzk_2 ++tm1 :a1+a2+...+anzsn.

[Tox mpeTmoCTaBKOM ma Cy €JIeMeHTM Hu3a t m3padyHaTv, QyHKOU]Y 3a oapebusame
HapmyjajHe CyMe IPBUX 7. eJleMeHATa HM3a a MOKEMO 3aIlucaTy Ha cienehm Haumn
(HAIOMEHUMO [a MHAEKCUPAbhe ejeMeHaTa HU30Ba uie ox 1):

PARCSUMA (n,t)

k—1
2 rs« 0;
3 while n#0 do
4 if odd(n div k) then
5 rs — rs+t[n];
6 n«—mn-—=k;
7 k«+—2xk;
8 return s

[Ipumernmo na Gpoj msspmasama while nerme muje Belin on [log, n|. Hamme,
y CBaKOM IPOJIAa3y Kpo3 MeTiwy Opoj k ce yIBOCTpydaBa, a HeroBa BPEIHOCT HE MOKe
nocraru Beha on n.

OsBakBu 30MpOBM HOCE HA3WB KyMyJATHBHE CyMe W OUMIIenHO oMoryhasajy je-
MHOCTABHIje U3PaUuyHaBame KaKo IapIujalHuX CyMa TakO U CyMa IPOU3BOJLHOT Opoja
Y3aCTOMHUX eJeMeHaTa HU3a.

Ho nma Gucmo Morim m3padyHATd HapiyjajHe CyMe, MOpajy U €JeMeHTV HU3a
t ourn ysek axkypuu. lllTa ce memasa Kama ce NMPOMEHM €JEMEHT a, 3a Opoj A7
Ouurnenso ce 3a A Memajy Heku eneMeHTy Hu3a t. Jla BUAUMO KOjU Cy TO €JIEMEHTH.
3a mouerak, axo je 2F > n, omma ce a, Hamasu meby mpsux 2F ememenara mmsa a
ma yuectByje y 36mpy tor u 3aTO Taj 36up Tpeba amypupaTtu. Axo je 28 < n, omma
MOKEMO OAPEIUTH KOJIUYHUK ¢ = ("2791] u Taga je ¢ x 28 +1 < n < (¢ + 1) x 28,
Enemenr ¢, 1)xor canpxu 30up 2% mocnemmux enemenara Huza a, a Mehy muMa je u

ay, a7 caMo ako je ¢ + 1 memapanm 6poj (jep je Tama 7((¢ + 1) x 2F) = 2F). Onakas
NOCTYNAK M3pAuyHABAKA CE MOKe IPUMEHMTH 1 OHAa Kaja je 28 > n. Hamue, Tama
jen —1< 2% ma je onma ¢ = ”2]1] =0 te je ¢+ 1 =1 rarko na he burn asxxypupan
€JEMEHT Tok .

[ceymokon 3a asxkypupatme eneMeHara Hu3a ¢ (ca m eseMeHaTa), HAKOH IPOMEHe
eJIEMEHTA G, 38 BpeaHoCT A ce Moxke 3amucary Ha caenehin mauwmn:
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AZURIRAIKS(n, m, Delta, t)

1 mle—m-—1;
2 k<1
3 while £ < n do
4 q+— ml div k
5 if odd(q+ 1) then
6 tl(g+1) X k] « t[(g+ 1) x k] + Delta
7 k—2xk

CuoskeHOCT asKypupama KyMyJaTUBHUX cyMa je onpebena Gpojem m3BpuiaBama
while-nermme. Ilerma ce m3Bpmasa 3a spemmocty k = 1,2,4, ... kmax = 22, r1e
je kmax cremen 6poja nBa koju Huje Behu ox n. Omasae je kpax <1 7 2 X kypax > N.
Byayhu na je kmax = 22, 10 je lnax = |logy ], Te je ciomemoct asmypupama
O(logy n).

[Ipema Tome caosenoct cBux onepamuja je O(logy n).

3. JIBOmMMEH3MOHAJIHN CJIy4aj

Ha Mebynaponuoj onumnujaau 2001. roguae 6uo je 3a HUjaHCY TeRU TPOBIEM.
Ileo paBHU KOjU IPEACTABIBA IOAPYYje KOje ,,IOKPUBA “ jeqan omepaTop MOOUIHE Tele-
(ouuje nma 06JIMK IPABOYTAOHUKA U M3MEJbeH je Ha KBaapare (IPeACTaBibajy OCHOBHY
jemuHuUIy y oprasusanuju). Y KyIHO MMa 1 BPCTa U 1 KOJoHa kBaapata (m,n < 1000)
¥ Ha CBAKOM OJ muX mMma oapebhen Opoj mpermiaaTauka. Kosome cy mymepucane Opo-
jesuma ox 1 mo n ciesa HamecHO, a BpcTe 6pojeBuMa on 1 1o m omo3mo Harope (3a
HUjaHCy Apyraduje o HyMepaluje BPCTa U KOJIOHA y MaTpUIlaMa, aju TO He Ou Tpe-
6aso na crapa npobieme).

Toxkom BpeMmeHa ce TOjaB/byjy HOBU MPETIUIATHUIM U ONjaBJbY]y HEKU Ol MOCTO-
jehwux. Omneparopa umHTepecyje Oa ¢ BpeMeHa Ha BpeMe oapeau Opoj MpPeTIIATHU-
Ka y Hekoj momoGnactu (koja uMma obiuk npaBoyraoHuka u oxpebena je koopuuma-
TaM KBaJpaTa KOJU Ce Haja3e KoJ HacHpaMHUX TemeHa (pemumo (vi, k1) u (va, ka),
1 <vy vy <mul <k < ke € n). Takmuuapcku mporpam tpeba xa
HUCIporecrupa “ Hu3 koMasmu obauka: noxaj ogpebhen Opoj mpernnarTauka Ha onpebheno
mosse, oxjaBu oxpebhen Opoj mpeTmiaTHUKA, TPeOpPOj YKymaH Opoj MpEeTIIATHUKA HA
TPaBOyTaoHOj MON00IACTH].

ITo amasmoruju ca jenHOIUMEH3MOHUM Ciyuajem, 30up Ha MOBUMA Y OKBUPY TIpa-
BOyraoHe obmacty ymja Hacmpamua Temena cy (vi, ki) u (va, ka) ce Moske onpenutu
KOMOMHOBameM 30upoBa y IpaBoyraoHnM obuactuma uuje je jexao teme (1,1) (To Gu
Ouii AHAJIOTOHY MAPIUjaIHIX cyMa). AKO je s[v, k] cyma campskaja momba y mpaBoyra-
oHOj obiuactu umje je jemuo reme (1,1), a gpyro (v, k), ouga je 36up m0/ba IPABOYTAOHE
obuatu umja cy temena (v1, ki) u (ve, ko) jemnaka

Slva, ko] — s[vr — 1, k2] — s[ve, k1 — 1] + s[vg — 1,k — 1].

Ose mapuujasne cyme ce MOy U3padyHaTH IPUMEHOM KyMYJIATUBHUX CYMa, AaHAJIOTHUX
KyMyJTaTUBHUM CyMaMa 3a jeaomuMensuony obmact. Tako he t[v, k] 6utn cyma moma
npasoyraone obnactu umje je ropme aeso teme (v, k), umja je sucuna r(v) (Tj. canpxu
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r(v) Bpera), a mupuna r(k). Ako cy Te cyme asxkypre, ouna hemo s[v, k| onpenuru
crnenehum mocTynroM

PARCSUMA2D (v, k, )
s« 0
kv «—1
while v > 0 do
if odd(v div kv) then
kk — 1
k1 — k
while k1 > 0 do
if odd(ky1 div kk) then
s — s+ t[v, k1]
10 k1 «— k1 — kk
11 kk — 2 x kk
12 kv «— 2 X kv

13 return s

© 00 N O o WN

Asxkypupame U3BOAUMO Ka0 U a:KypUpambe ¥ jeTHOMUMEH3NOHOM ciydajy. To 3Ha-
un na hiemo 3a cBaku map Bpeanoctu kv u kk ekcnonenata ogpehuBaTu mpaBoyraoxy
obIacT umje ropme JEeCHO TeMe mMa KoopmuHate (v, k) Tae je v ymEOmak om 28V, k
ymuOKak ox 2FF u ako cy mpurom v/2% u k/2** memapwu, omma kymymatusmy cymy
3a TO MOJbe Tpeda aKypUpaTH.

AZURIRAJKS2D (m,n, v, k, Delta, t)
vl —v—1;
vk «— 1
while vk < m do
vq «— vl div vk
if not odd(vq) then
kl—k—-1
kk — 1
while kk < n do
kq — k1 div kk
10 if not odd(kq) then
11 t[(vg + 1) x vk][(kq + 1) X kk] « t[(vg + 1) x vk][(kq + 1) X kk] + Delta
12 kk — 2 x kk
13 vk — 2 X vk

© 00 N O O W N

4. IlpuMena Ha M3padyyHaBambe MUHIMYyMa,/MaKCUMyMa

Ilpyru mpoGiemM KOJU Ce MOKE DEIUTH IPUMEHOM ONMCAHE CTPATETHUje je U Ipo-
Bnem oxpebusama MuHMMYMa (MIM MAKCHMyMa) 32 NOJHWU3 KOTA YMHE CBU €JIEMEHTH
HU3a O NPBOr (OYETHOr) MO HEKOr KOHKPETHOr. 1lo aHAnormju ca KyMyJaTHBHUM
cyMaMa y HU3y KyMyJATHBHUX MUHMMYyMa (MM MAKCHMyMa) 4yBaMO MUHAMyMe (Mak-
cuMyMe) 3a meo Hm3a: tmin[k] he Gutu muamMywm 7 (k) y3acTomHuMx enemeHaTa HU3A
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rJe je mOCHIenmy eleMeHT Ha k-ToM Mecty. IIprMeHOM TakBUX KyMyJTaTUBHAX MUHUMY-
Ma JIAKO PauyHaMO MUHUMYM IOJHM3a O[] IIPBOT IO MPOU3BOJLHOT €NEMEHTa (aKO CMO
KO MApIUjaJHAX CyMa PAYyHAJU TO KaO 30Mp KyMyJaTHUBHUX CyMa, Y OBOM CIyYajy
padyHaMO MUHUMYM KyMYJIATUBHAX MUHUMYMA).

Mebhyrum, ako 6ucMo kemesnu qa n3pavyHaMoO MAHUMYM O Y3aCTOIMHUX eJIeMeHATa
rie modyeTHu He OM OMO NPBU €JIEMEHT HU3a, HErO HEKW KACHUjU, TO HE OMCMO MOTJIN
na u3BeneMo kao 3a 30up (pauynajyhu pasnury napuujansux cyma). Ilosmasame
MUHIMYyMa 3& IPBUX 7 eJeMeHATA U MUHAMyMa 3a IpBux m — 1 eqemenara (n > m)
He oMoryhaBa AMPEKTHO M3pauyHaBamhe MUHMMAJHOD €JIEMEHTa Y IOAHU3Y IIOYEB O
M-TOT IO M-TOT.

O crpyrTypm momaraka koja 6u obezbemuna epuracHo onpebuBame TakBux Mu-
HUMYMa U MaKCUMyMa y HeKoM Oyayhem Tekcry.
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