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KONSTRUKTIBILNI BROJEVI

Uvod

Konstruktivni problemi oduvijek su bili veoma interesantni i omiǉeni
u geometriji. Koriste²i samo leǌir i xestar mo¼e se izvrxiti veliki broj
konstrukcija, kao na primjer: mo¼e se na²i simetrala du¼i ili ugla, iz taqke
se mo¼e konstruisati normala na pravu, mogu se konstruisati neki uglovi, npr.
60◦, 30◦ , mnogi pravilni mnogouglovi itd. U svim tim konstrukcijama leǌir se
koristi iskǉuqivo kao prava ivica tj. kao instrument pomo²u kojeg mo¼e da se
konstruixe prava linija, ali kojim se ne mjere du¼ine. Postoje mnogi problemi
koji ne mogu da se rijexe samo upotrebom leǌira i xestara, kao xto su tri
klasiqna grqka problema:

1. Dupliraǌe (udvostruqeǌe) kocke (na²i stranicu kocke qija ²e za-
premina biti dva puta ve²a od zapremine date kocke);

2. Trisekcija ugla (na²i tre²inu datog ugla samo upotrebom leǌira i
xestara);

3. Kvadratura kruga (konstruisati kvadrat koji ima istu povrxinu kao da-
ti krug).

Ovim problemima kasnije je dodat jox jedan:

4. Konstrukcija pravilnog sedmougla.

Za rjexavaǌe ovih problema dozvoǉena je upotreba samo leǌira i xestara.
Mnogi matematiqari su se kroz vijekove bavili pitaǌem rjexavaǌa ovih pro-
blema. Na kraju se javila sumǌa da li je uopxte mogu²e rijexiti postavǉene
probleme. Naime, matematiqari su dobili novi problem: Kako je mogu�e doka-
zati da neki problemi nemaju rjexeǌa? Tek nakon razvoja moderne algebre i
teorije grupa, koju su zapoqeli Rufini, Abel i Galoa, dokazano je da je da su
ovi problemi nerijexivi, odnosno da ih je nemogu²e rijexiti samo upotrebom
leǌira i xestara.

Za rjexavaǌe ovih problema bilo je potrebno uvesti pojam konstruktibil-
nog broja. Sada ²emo navesti neke osnovne pojmove, definicije i teoreme o pro-
xireǌima poǉa koji ²e nam biti potrebni za dokazivaǌe nekih osobina o kon-
struktibilnim brojevima i koji ²e nam poslu¼iti za dokazivaǌe nemogu²nosti
rjexavaǌa navedenih problema.
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O proxireǌima poǉa

Neka je (R, +, ·) komutativni prsten sa jediniqnim elementom.
Definicija 1. Za polinom p(x) ∈ R[x] (R[x] – prsten polinoma nad R)

nenultog stepena n ka¼emo da je nesvodǉiv (ireducibilan) nad R, ako se p(x)
ne mo¼e napisati u obliku proizvoda dva polinoma qiji su stepeni pozitivni i
maǌi od n. U suprotnom ka¼emo da je polinom p(x) svodǉiv nad R.

Polinom prvog stepena je, po definiciji, uvijek nesvodǉiv nad prstenom
R. Nad poǉem racionalnih brojeva Q mo¼e biti nesvodǉiv polinom ma kojeg
stepena. Nad poǉem realnih brojeva nesvodǉivi su samo neki polinomi dru-
gog stepena (i naravno polinomi prvog stepena koji su uvijek nesvodǉivi). Nad
poǉem kompleksnih brojeva C jedini nesvodǉivi polinomi su polinomi prvog
stepena. Drugim rijeqima, poǉe kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno.
Ta hijerarhija brojevnih poǉa dobijena je proxirivaǌem polaznog poǉa racio-
nalnih brojeva do takvog poǉa u kojem su jedini nesvodǉivi polinomi polinomi
prvog stepena.

Definicija 2. Proxireǌe poǉa F je svako poǉe E koje sadr¼i F kao
potpoǉe.

Poǉe E mo¼emo smatrati vektorskim prostorom nad poǉem F . Ako je n
dimenzija vektorskog prostora E, onda ka¼emo da je E konaqno proxireǌe poǉa
F . Konaqan broj n zove se stepen proxireǌa poǉa E i pixemo (E : F ) =
n. U tom sluqaju se svaki element v ∈ E izra¼ava kao linearna kombinacija
elemenata baze koji su u E i elemenata poǉa F tj. v = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn,
(ai ∈ F ). Ako je dimenzija vektorskog prostora E nad F beskonaqna, onda je E
beskonaqno proxireǌe poǉa F . Vrijedi i sǉede²e: ako je E proxireǌe poǉa F
i K proxireǌe poǉa E, tada imamo proxireǌe oblika F ⊂ E ⊂ K. U sluqaju
proxireǌa konaqnog stepena va¼i sǉede²a teorema (koju navodimo bez dokaza).

Teorema 1. Neka su data proxireǌa F ⊂ E ⊂ K. Stepen proxireǌa
(K : F ) je konaqan ako i samo ako su konaqni stepeni proxireǌa (K : E) i
(E : F ). U sluqaju konaqnog proxireǌa vrijedi (K : F ) = (K : E) · (E : F ).

Indukcijom se mo¼e dokazati da ova jednakost va¼i i za sluqaj konaqno
mnogo konaqnih proxireǌa. Naime, za lanac konaqnih proxireǌa F ⊂ E0 ⊂
E1 ⊂ · · · ⊂ En−1 ⊂ En va¼i (En : F ) =

n∏
k=1

(Ek : Ek−1).

U skupu prirodnih brojeva N nije uvijek izvedivo oduzimaǌe, npr. 2−4 = −2
nije prirodan broj. Isto tako ni dijeǉeǌe nije uvijek mogu²e. U jednom proxi-
reǌu tog skupa, u skupu cijelih brojeva Z oduzimaǌe je uvijek mogu²e, ali ne i
dijeǉeǌe, npr. 2 : 3 = 2/3, a to nije cijeli broj. Sada skup Z proxirujemo i do-
bijamo skup Q, skup svih racionalnih brojeva, u kojem je dijeǉeǌe uvijek mogu²e
(uz izuzetak dijeǉeǌa nulom). U skupu Q nije uvijek mogu²e korijenovaǌe. Na
primjer, kvadratni korijeni nekih racionalnih brojeva nisu racionalni broje-
vi. Tu dolazimo do pojma iracionalnosti tj. iracionalnih brojeva. Prouqavaǌe
iracionalnih brojeva zapoqeto je jox u staroj Grqkoj i imalo je veliki znaqaj
i uticaj na daǉǌi razvoj matematike.
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Razikujemo dva tipa iracionalnih brojeva: algebarske i transcendentne
brojeve.

Definicija 3. Broj α ∈ E je algebarski nad Q ako postoji polinom
p(x) = a0 + a1x + · · · + anxn nad Q pozitivnog stepena takav da je broj α nula
polinoma p(x), odnosno korijen jednaqine p(x) = 0.

E je proxireǌe (algebarsko proxireǌe) poǉa Q, ako je svaki element iz E
algebarski nad Q. Ako takav polinom ne postoji, onda je broj α transcendentan
nad Q. Primjeri transcendentnih brojeva su broj π i baza prirodnog logaritma
e. Transcedentnost broja e dokazao je Ermit (Hermite) (1873. god), a broja π
Lindeman (Lindemann) (1882. god).

Zapravo, ne postoji algoritam koji bi utvrdio da li je dati broj racionalan,
algebarski ili transcendentan. Svi racionalni i iracionalni brojevi zajedno
qine skup realnih brojeva R.

Nesvodǉivi polinom p(x), sa koeficijentima iz Q, najmaǌeg pozitivnog ste-
pena koji anulira elemenat α i koji ima najstariji koeficijent (koeficijent uz
xn) jednak 1, zovemo minimalni polinom elementa α nad Q. Stepen minimalnog
polinoma je stepen algebarskog elementa α nad Q. Za svaki algebarski element
postoji jedinstven minimalni polinom koji anulira taj element.

Primjeri.

1. Svi racionalni brojevi su algebarski brojevi stepena 1 nad Q, jer je
svako r ∈ Q rjexeǌe jednaqine x− r = 0.

2. Element
√

2 je algebarski nad Q stepena 2, jer je korijen jednaqine
x2 − 2 = 0.

3. Element 3
√

2 je algebarski nad Q stepena 3 jer je to korijen (nula) jedna-
qine x3 − 2 = 0.

4. Element
√

1 + 3
√

2 ima minimalni polinom stepena 6, jer iz α =
√

1 + 3
√

2
slijedi 1+ 3

√
2 = α2, odnosno 3

√
2 = α2−1, a odavde kubiraǌem doijamo jednaqinu

xestog stepena sa racionalnim koeficijentima α6 − 3α4 + 3α2 − 3 = 0. Dakle,
polinom f(x) = x6 − 3x4 + 3x2 − 3 anulira element α i nesvodǉiv je, prema
Ajzenxtajnovom kriterijumu1, te je minimalni za α.

Neka je E proxireǌe poǉa F i S podskup u E. Najmaǌe potpoǉe u E koje
sadr¼i F ∪ S je presjek svih potpoǉa u E koja sadr¼e F i podskup S. Za takvo
potpoǉe ka¼emo da je generisano sa S nad F i oznaqavamo ga sa F (S). Specijalno,
ako je S = t, onda ²emo poǉe generisano sa F∪{t} oznaqavati sa F (t). Proxireǌe
F (t) je poǉe koje je generisano elementima iz F i elementom t. Jasno je da je
F (t) = F ako i samo ako t ∈ F .

Ako je F (t) = E, onda ka¼emo da E prosto proxireǌe poǉa F . Ako je pri
tome t algebarski element, onda ka¼emo da je E prosto algebarsko proxireǌe

1 Ajzenxtajnov kriterijum. Polinom f(x) = a0+a1x+· · ·+anxn nad prstenom cijelih
brojeva Z, qiji su svi koeficijenti sem an djeǉivi nekim prostim brojem p i a0 nije djeǉiv sa p2,
nesvodǉiv je nad poǉem racionalnih brojeva Q
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poǉa F . Ako je t transcendentni elemenat, onda je E = F (t) prosto transcen-
dentno proxireǌe. Sliqno ²emo proxireǌe poǉa koje je generisano poǉem F i
skupom elemenata S = {t1, . . . , tn} oznaqavati sa F (t1, . . . , tn).

Sukcesivnom primjenom vixe prostih proxireǌa mo¼e se dobiti proxireǌe
E poǉa F koje sadr¼i date elemente t1, . . . , tn ∈ E. Naime, F (t1) je najmaǌe poǉe
koje sadr¼i F i elemenat t1. Sada proxirimo poǉe F (t1) dodavaǌem elementa t2.
Ovaj postupak mo¼emo induktivno nastaviti dok ne dobijemo poǉe F (t1, . . . , tn)
kao proxireǌe poǉa F (t1, . . . , tn−1). Dakle imamo lanac proxireǌa F ⊂ F (t1) ⊂
F (t1, t2) ⊂ · · · ⊂ F (t1, . . . , tn).

Pojam proxireǌa poǉa je, zapravo, bio iniciran potrebom da se za neki
polinom nad datim poǉem, u kojem se ne mogu odrediti sve nule tog polinoma,
odredi xire poǉe u kojem je to mogu²e.

Teorema 2. (Euklidov algoritam za polinome) Ako su f, g ∈ F [x] polino-
mi, tada postoje jedinstveni polinomi q, r ∈ F [x] tako da je f = g · q + r,
pri qemu je st(r) < st(g) ili je r = 0.

Teorema 3. Ako je polinom p(x) = a0+a1x+· · ·+anxn (ai ∈ F ) nesvodǉiv
nad F , a α je jedan ǌegov korijen u proxirenom poǉu E poǉa F , tada je
(E : F ) = n, tj. (F (α) : F ) = n.

Dokaz. Ako je α korijen polinoma p(x) i p(x) je nesvodǉiv nad F , tada
α ne mo¼e biti korijen nijednog nenula polinoma iz F [x] stepena maǌeg od n.
Pretpostavimo suprotno, da postoji polinom q(x) ∈ F [x] najmaǌeg stepena qiji
je α korijen i pretpostavimo da je st(q(x)) < n. Tada je, na osnovu prethodne
teoreme, p = s ·q+r, s, r ∈ F [x] i st(r) < st(q) ili je r = 0. r ne mo¼e biti 0, jer
je p nesvodǉiv polinom, pa je st(r) < st(q), odakle slijedi da je α korijen (nula)
polinoma r(x), xto je kontradikcija sa pretpostavkom da je q polinom najmaǌeg
stepena qiji je korijen α.

Posmatrajmo elemente 1, α, α2, . . . , αn−1 ∈ F (α). Oni su linearno nezavisni,
jer ako bi neka netrivijalna kombinacija ovih elemenata nad F bila jednaka
nuli, to bi znaqilo da je α korijen nekog polinoma iz F [x] stepena maǌeg od n, a
dokazali smo da je to nemogu²e. Doka¼imo jox da ovi elementi generixu F (α).

Kako je p(α) = an · αn + an−1 · αn−1 + · · · + a1 · α + a0 = 0, odavde je
an · αn = −an−1 · αn−1 − · · · − a1 · α− a0, odnosno kada podijelimo ovu jednaqi-
nu koeficijentom an, dobijamo αn = −a−1

n an−1 · αn−1 − · · · − a−1
n a1 · α − a−1

n a0

pa se za sve k > n, αk mo¼e prikazati kao linearna kombinacija elemenata
1, α, α2, . . . , αn−1. Dakle za sve b ∈ F (α), b =

∑
06i<n ai · αi, ai ∈ F , tj. sva-

ki element b iz F (α) se mo¼e izraziti (prikazati) kao linearna kombinacija
elemenata 1, α, α2, . . . , αn−1.

Mo¼emo re²i da je skup {1, α, α2, . . . , αn−1} baza vektorskog prostora F (α)
nad F , pri qemu je n = st(p).

Definicija 4. Neka je E proxireǌe poǉa F . Ka¼emo da je E poǉe
razlagaǌa za polinom p(x) stepena n > 1 nad F ako se p(x) razla¼e u E na n
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linearnih qinilaca p(x) = c(x − a1)(x − a2) · · · (x − an), (c ∈ F , c 6= 0, ai ∈ E)
i ne postoji poǉe izme±u F i E = F (a1, a2, . . . , an) u kojem se p(x) razla¼e na
linearne qinioce.

Drugim rijeqima, poǉe razlagaǌa polinoma p(x) stepena n je najmaǌe poǉe
u kojem taj polinom ima sve nule (n nula).

Primjeri.

1. Dokazati da je polinom p = x2 + 1 nesvodǉiv nad poǉem realnih brojeva
R. Zatim odrediti proxireǌe poǉa R u kojem polinom p ima nule.

Rjexeǌe. Ako bi polinom x2 + 1 bio svodǉiv nad R, tada bismo imali
x2 + 1 = (ax + b) · (cx + d) = acx2 + (ad + bc)x + bd (a, b, c, d ∈ R). Iz posǉedǌe
jednakosti izjednaqavaǌem odgovaraju²ih koeficijenata dobijamo: ac = 1 i ad+
bc = 0 i bd = 1. Eliminacijom se dobija da je (ad)2 = −1, xto je nemogu²e za
realne brojeve a i d.

Poǉe realnih brojeva R proxiri²emo poǉem R(t) u kojem su svi elementi
oblika a + bt pri qemu je t2 + 1 = 0 tj. t2 = −1, a koeficijenti a i b su iz R.
Dakle, proxireǌe poǉa realnih brojeva pomo²u nesvodǉivog polinoma p = x2+1
izomorfno je poǉu kompleksnih brojeva C = {x + yi | x, y ∈ R, i2 = −1}.

2. Polinom p = x2 − 3 ∈ Q[x] je nesvodǉiv nad poǉem racionalnih brojeva
Q. Odrediti najmaǌe poǉe u kojem polinom x2 − 3 ima nule.

Rjexeǌe. Kao xto znamo, stepen proxireǌa bi²e 2. Poǉe Q proxiri²emo
poǉem Q(t) = {a + bt | t2 = 3, a, b ∈ Q}, odnosno Q(

√
3) = {a + b

√
3 | a, b ∈ Q}.

Ako uzmemo x, y ∈ Q(
√

3) tako da je x = a0 + b0

√
3 i y = a1 + b1

√
3, bi²e:

x + y = (a0 + a1) + (b0 + b1)
√

3 ∈ Q(
√

3),

x · y = a0a1 + 3b0b1 + (a0b1 + b0a1)
√

3 ∈ Q(
√

3),

x

y
=

a0 + b0

√
3

a1 + b1

√
3

=
a0a1 − 3b0b1

a2
1 − 3b2

1

+
b0a1 − a0b1

a2
1 − 3b2

1

√
3 = r + q

√
3,

odakle vidimo da i koliqnik x/y tako±e pripada poǉu Q(
√

3). Dakle, skup
Q(
√

3) je zatvoren za sve aritmetiqke operacije: sabiraǌe, oduzimaǌe, mno¼eǌe
i dijeǉeǌe, pa je Q(

√
3) poǉe. To je najmaǌe poǉe u kojem polinom p ima nule i

svodǉiv je.

Proxireǌe qiji su elementi algebarski stepena 2 zove se kvadratno pro-
xireǌe. Dakle, mo¼emo re²i, poǉe E je kvadratno proxireǌe, ako je (E : Q) =
2. Pri tome ²emo jox tra¼iti, radi jednostavnosti, da je E ⊂ C jer se lako po-
kazuje da svako konaqno proxireǌe poǉa racionalnih brojeva Q ima potpoǉe u C
izomorfno sa tim raxireǌem. Kvadratna proxireǌa su prosta proxireǌa, jer
su generisana jednim korijenom nekog nad Q nesvodǉivog kvadratnog polinoma.

Konstruktibilni brojevi

Kǉuq za xto boǉe razumijevaǌe geometrijskih problema le¼i u prevo±eǌu
geometrijskih problema na jezik algebre. Jednostavnosti radi, pretpostavi²emo
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da se tra¼i samo jedna du¼ x. Geometrijska konstrukcija se tada svodi na rjexa-
vaǌe algebarskog problema: na²i vezu (jednaqinu) izme±u tra¼ene veliqine x i
datih veliqina a, b, c, . . . . Zatim treba na²i nepoznatu veliqinu x rjexavaǌem
te jednaqine i na kraju treba odrediti da li se to rjexeǌe mo¼e dobiti postup-
kom koji odgovara konstrukciji pomo²u leǌira i xestara. Leǌir ne smatramo
instrumentom za mjereǌe du¼ine. On nam slu¼i samo za crtaǌe pravih linija i
spajaǌe taqaka u ravni.

Pretpostavi²emo da je dat samo jedan element koji ²emo zvati jediniqna
du¼ 1. Ve² od ranije znamo da uvijek mo¼emo konstruisati bilo koji nenegati-
van cijeli broj n: na proizvoǉnu pravu poqiǌu²i od neke fiksirane taqke O
nanesemo jediniqnu du¼ n puta.

Qetiri osnovne aritmetiqke operacije odgovaraju elementarnim geometrij-
skim konstrukcijama. Naime, tvrdimo da vrijede sǉede²e osobine:

1) Ako su date dve du¼i sa du¼inama a i b (mjerene prema datoj jediniqnoj
du¼i), tada je uvijek mogu²e konstruisati du¼ du¼ine a + b. Neka je OA du¼
du¼ine a i neka je AB du¼ du¼ine b. Nacrtajmo pravu liniju i oznaqimo na ǌoj
rastojaǌa OA = a i AB = b. Tada je OB = a + b (sl. 1).

Sl. 1 Sl. 2

Sliqno se konstruixe i a− b (a > b), samo xto se prvo konstruixe OA = a,
pa se AB = b nanese u suprotnom smeru od A, OB = a− b (sl. 2).

Da bismo konstruisali 3a, jednostavno nanaesemo a+a+a. Sliqno mo¼emo
konstruisati pa, gdje je p prirodan broj.

2) a/3 mo¼emo konstruisati na sǉede²i naqin (sl. 3). Oznaqimo OA =
a na jednoj pravoj i nacrtajmo bilo koju drugu pravu kroz taqku O. Na ǌoj
obiǉe¼imo proivoǉnu du¼ OC = c i konstruiximo OD = 3c. Spojimo A i D i
konstruixemo kroz C pravu paralelnu pravoj AD koja sijeqe OA u B. Trouglovi
OBC i OAD su sliqni, pa prema tome vrijedi OB : OA = OC : OD = 1 : 3.
Odavde je OB = a/3.

Sl. 3 Sl. 4

Na sliqan naqin se mo¼e konstruisati du¼ a/q (q ∈ N). Primjeǌuju²i ovaj
postupak na du¼ pa mo¼emo konstruisati ra, gdje je r = p/q bilo koji pozitivan
racionalan broj.

3) Da bismo konstruisali a/b, obiǉe¼imo OB = b i OA = a na kracima
bilo kog ugla sa vrhom u taqki O, a na OB obiǉe¼imo du¼ OD = 1. Kroz D
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konstruiximo pravu paralelnu pravoj AB koja sijeqe OA u taqki C. Tada ²e
OC imati du¼inu a/b (sl. 4). Opet iz sliqnosti trouglova OAB i OCD slijedi
OB : OD = OA : OC, odnosno b : 1 = a : OC, odakle vidimo da je OC = a/b.

4) Za date du¼i a i b, mogu²e je konstruisati ab. Opet kao i do sada
obiǉe¼imo na kracima nekog ugla sa vrhom u taqki O du¼i OA = a i OB = b.
Na du¼i OA obiǉe¼imo jediniqnu du¼ OC. Povucimo pravu kroz taqke C i B,
a zatim kroz A pravu paralelnu ovoj pravoj, koja ²e presje²i drugi krak ugla u
nekoj taqki D. Tada je OD = ab. Dokaz ispravnosti konstrukcije opet slijedi
iz sliqnosti trouglova OAD i OBC.

Dakle, polaze²i od bilo kojih datih du¼i, koje su mjerene brojevima a, b, c,
. . . , mo¼emo uzastopnom primjenom ovih jednostavnih konstrukcija odrediti bilo
koju veliqinu koja mo¼e da se izrazi pomo²u a, b, c, . . . na racionalan naqin,
tj. vixestrukom primjenom sabiraǌa, oduzimaǌa, mno¼eǌa i dijeǉeǌa. Skup
veliqina koje mogu da se dobiju na taj naqin obrazuje brojno poǉe, tj. skup
brojeva takav da primjena racionalnih operacija na dva ili vixe qlanova tog
skupa daje broj koji opet pripada tom skupu.

5) Jedna konstrukcija koja nas vodi van dobijenog poǉa jeste konstrukci-
ja kvadratnog korijena date du¼i: ako je data
du¼ a, du¼

√
a mo¼e da se konstruixe samo po-

mo²u leǌira i xestara kao geometrijska sre-
dina du¼i a i 1. Opis konstrukcije: na pravoj
liniji odredimo du¼i OA = a i AB = 1. Na-
crtajmo kru¼nicu qiji je preqnik du¼ OB, tj.
kru¼nicu sa centrom u sredixtu du¼i OB i
polupreqnikom OB/2, i konstruiximo norma-
lu na OB iz taqke A koja sijeqe kru¼nicu u
taqki C. Du¼ AC =

√
a. Dokaz slijedi iz

sliqnosti trouglova OAC i ABC.
Sl. 5

Definicija 5. Ka¼emo da je realan broj b konstruktibilan ako je mogu²e
leǌirom i xestarom u konaqno koraka konstruisati odsjeqak du¼ine |b|.

Mo¼emo zakǉuqiti da su svi racionalni brojevi i kvadratni korijeni ovih
brojeva konstruktibilni, kao i bilo koji broj dobijen iz ovih brojeva uzasto-
pnom primjenom prethodno opisanih konstrukcija. Dakle, poqiǌu²i samo od date
,,jediniqne“ du¼i i koriste²i samo leǌir i xestar, mo¼emo konstruisati bilo
koji broj iz proxirenog poǉa Q(

√
m). U ovom proxirenom poǉu brojevi su ob-

lika a + b
√

m (a, b ∈ Q). Mo¼emo i²i i daǉe i iskoristiti jedan od Q(
√

m),
recimo Q(

√
2), umjesto Q. Za razliqite m ima²emo poǉa Q(

√
2,
√

m). Na prim-
jer, Q(

√
2,
√

3) je proxireǌe poǉa Q, Q(
√

2,
√

3) = {a + b
√

3 | a, b ∈ Q(
√

2)}.
Primijetimo da 3 ∈ Q(

√
2), dok

√
3 /∈ Q(

√
2). Da proxirimo ovo poǉe mo¼emo

izabrati bilo koje ǌegove elemente qiji korijeni ne pripadaju ovom poǉu, npr.√
1 +

√
2 ili

√
5− 2

√
2 mo¼emo iskoristiti da proxirimo poǉe Q(

√
2).

Ovaj postupak se mo¼e nastaviti i daǉe, sve dok nakon n koraka (n prirodan
broj) ne dobijemo poǉe koje ²emo oznaqiti sa Q(

√
m1,

√
m2, . . . ,

√
mn), gdje su
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mi takvi da
√

mi /∈ Q(
√

m1,
√

m2, . . . ,
√

mi−1) (i = 1, 2, . . . , n). Mo¼emo re²i
da su svi brojevi iz bilo kog poǉa dobijenog na ovaj naqin konstruktibilni.
Vrijedi i obrnuto, bilo koji konstruktibilni broj pripada proxirenom poǉu
Q(
√

m1,
√

m2, . . . ,
√

mn).

Da doka¼emo ovo, pretpostavimo da poǉe K sadr¼i samo racionalne brojeve.
Konstrukcija taqke u ravni podrazumijeva konstrukciju koordinata (a, b) te taq-
ke. Pri tome je dovoǉno znati konstruisati du¼i du¼ine |a|, odnosno |b|. Svaka
konstrukcija leǌirom i xestarom podrazumijeva konstrukcije taqaka presjeka.
Taqka presjeka dvije prave (jednaqina prave ax + by + c = 0) sa koeficijenti-
ma iz K = Q ima koordinate koje tako±e pripadaju poǉu K. Da bismo naxli
taqke presjeka prave i kru¼nice ili dvije kru¼nice moramo rijexiti kvadra-
tnu jednaqinu. Zaista, ako uzmemo jednaqinu prave ax + by + c = 0 i jednaqinu
kru¼nice (x− p)2 + (y − q)2 = r2, gdje su koeficijenti a, b, c, p, q, r ∈ K, rjexa-
vaǌem ovog sistema jednaqina, dobijamo x-koordinatu presjeqne taqke kru¼nice
i prave kao rjexeǌe kvadratne jednaqine oblika Ax2 + Bx + C = 0 sa koefici-
jentima A,B, C ∈ K. Ako korijeni te kvadratne jednaqine ne pripadaju poǉu K,
mo¼emo ih iskoristiti da proxirimo poǉe K.

Ukratko, neka postoji konstruktibilan broj α. Ovo jednostavno znaqi da
je taj broj odre±en nizom geometrijskih konstrukcija u kojima koristimo samo
leǌir i xestar. Niz je konaqan i u svakom koraku konstrukcije radimo nexto
jednostavno: crtamo pravu liniju ili kru¼nicu ili tra¼imo presjek dvije pra-
ve linije. U prvom koraku svi mogu²i elementi imaju koordinate (taqke) ili
koeficijente (linije) koje pripadaju Q. Ovo staǌe traje sve dok ne pokuxamo da
odredimo taqke presjeka prave sa kru¼nicom ili kru¼nice sa kru¼nicom. Pone-
kad ²e te taqke presjeka imati koordinate u K = Q. Me±utim, ako koordinate
taqke presjeka ne pripadaju K = Q, mora²emo proxiriti poǉe Q sa Q(

√
m1),

za neko m1 takvo da
√

m1 /∈ Q, a m1 ∈ Q. Sada ²e K biti K = Q(
√

m1).

Nekoliko koraka opet mo¼emo ostati u poǉu K = Q(
√

m1). Ali, ako kon-
strukcija zahtijeva od nas da opet na±emo taqke presjeka sa kru¼nicom, opet
moramo proxiriti prethodno poǉe nekim m2,

√
m2 /∈ Q(

√
m1), pa je sada K =

Q(
√

m1,
√

m2). Ovo poǉe se, ako je potrebno, proxiruje sve dok se ne pojavi
tra¼eno α u toku konstrukcije. Dakle, nakon nekih n proxireǌa (n je konaqan
prirodan broj) dobijamo poǉe K = Q(

√
m1,

√
m2, . . . ,

√
mn) takvo da α ∈ K.

U prethodnom razmatraǌu smo, zapravo, dokazali sǉede²u va¼nu teoremu o
konstuktibilnim brojevima.

Teorema 4. Skup konstruktibilnih realnih brojeva K je poǉe, koje
je proxireǌe poǉa racionalnih brojeva Q, pri qemu je stepen proxireǌa
(K : Q) = 2n (n nenegativan cijeli broj ).

Dokaz. Neka su a i b dva konstruktibilna realna broja. Tada koriste²i
leǌir i xestar mo¼emo konstruisati odsjeqke du¼ine |a|+ |b|, |a| − |b|, |a| · |b| i
|a|/|b|, tj. K je poǉe. Drugi dio dokaza je sadr¼an u prethodnom razmatraǌu.

Koriste²i konaqno koraka u konstrukciji mo¼emo sukcesivno dobiti sǉede-
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²i lanac proxireǌa:

Q ⊂ Q(
√

m1) ⊂ Q(
√

m1,
√

m2) ⊂ · · · ⊂ Q(
√

m1,
√

m2, . . . ,
√

mn) = K.

Pri tome je svako sǉede²e proxireǌe u odnosu na prethodno stepena 2 (jer su
to sve kvadratna proxireǌa) pa na osnovu teoreme 1 imamo (K : Q) = 2n.

Zakǉuqak. Konstruktibilni brojevi su oni do kojih se mo¼e do²i nakon
konaqnog niza kvadratnih proxireǌa poǉa Q (broj proxireǌa je neki konaqan
broj n), tj. oni koji se nalaze u poǉu K = Q(

√
m1,

√
m2, . . . ,

√
mn).

Primjene

Kao primjenu prethodne teoreme pokaza²emo najpre da nije mogu²e proiz-
voǉan ugao podijeliti na 3 jednaka dijela koriste²i samo leǌir i xestar (pro-
blem trisekcije ugla).

Dokaz. Oznaqimo tre²inu nekog ugla sa α. Primjenom adicione teoreme
imamo da je cos 3α = 4 cos3 α − 3 cos α. Oznaqimo cosα = x i cos 3α = a (a je
dato). Tada dobijamo jednaqinu 4x3 − 3x = a, odnosno 4x3 − 3x − a = 0. Ako
zahtijevamo da polinom p(x) = 4x3 − 3x − a ima nule u nekom proxireǌu E
poǉa racionalnih brojeva Q, onda to proxireǌe (u opxtem sluqaju) za ma koje
a mora biti stepena 3, (E : Q) = 3 (jer je p(x) polinom stepena 3), pa je na
osnovu prethodne teoreme broj x = cos α nemogu²e konstruisati samo leǌirom i
xestarom.

Drugi poznati starogrqki problem, problem dupliraǌa kocke, tako±e
nije mogu²e rijexiti samo leǌirom i xestarom.

Dokaz. Pretpostavimo da se tra¼i ivica kocke qija zapremina ²e biti dva
puta ve²a od zapremine kocke qija je ivica jednaka 1. Ovaj problem se svodi
na rjexavaǌe jednaqine x3 = 2. Polinom p(x) = x3 − 2 je nesvodǉiv nad Q, on
ima nulu u proxirenom poǉu Q( 3

√
2) = {a + b 3

√
2 + c

3
√

22 | a, b, c ∈ Q}. Stepen
proxireǌa ovog poǉa u odnosu na Q je 3, xto znaqi, na osnovu teoreme 4, da
ta nula, odnosno rjexeǌe jednaqine nije konstruktibilan broj, pa se ne mo¼e
konstruisati kocka duplo ve²e zapremine od zapremine date kocke koriste²i
samo leǌir i xestar.

Lema 1. Svako konaqno proxireǌe poǉa F je algebarsko.
Dokaz. Neka je E konaqno proxireǌe poǉa F stepena n (n nenegativan cijeli

broj) i neka α ∈ E (α 6= 0). Tada su elementi 1, α, α2, . . . , αn linearno zavisni
(ima ih n+1)2, jer bi inaqe dimenzija proxireǌa E bila beskonaqna. To znaqi
da postoje elementi ai ∈ F koji nisu svi nula takvi da je a0+a1α+· · ·+anαn = 0,
odakle slijedi da postoji nenulti polinom stepena n koji anulira element α.
Dakle, α je algebarski nad F . Poxto je α proizvoǉan iz E, odavde slijedi da
je E algebarsko proxireǌe poǉa F .

2 Teorema 1.1. Ako je V konaqno-dimenzionalni vektorski prostor nad F , tada bilo koje dve
baze vektorskog prostora V nad F imaju isti broj elemenata i taj broj je taqno dimF (V ). Teorema
1.2. Neka je V konaqno-dimenzionalni vektorski prostor nad F takav da dimF (V ) = n, n konaqan
broj. Ako je m > n, tada su bilo kojih m elemenata iz V linearno zavisni nad F .
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Sada ²emo dokazati sǉede²e va¼no tvr±eǌe koje ²emo formulisati u obliku
teoreme.

Teorema 5. Svaki konstruktibilni broj je algebarski.
Drugim rijeqima, svaki konstruktibilan broj α je nula nekog polinoma n-

tog stepena sa racionalnim koeficijentima.

Dokaz. Neka je α bilo koji konsruktibilan broj. To znaqi da on pripada
nekom proxireǌu K = Q(

√
m1,

√
m2, . . . ,

√
mk) za neki konaqan broj k (k nene-

gativan cijeli broj) i stepen proxireǌa poǉa K nad Q je konaqan broj 2k, pa na
osnovu prethodno dokazane leme K je tako±e i algebarsko proxireǌe, xto zna-
qi da je α algebarski broj. Poxto je α bio proizvoǉan konstruktibilan broj,
zakǉuqujemo da su svi konstruktibilni brojevi algebarski.

Obrnuto ne va¼i! Nisu svi algebarski brojevi konstruktibilni. Na prim-
jer, korijeni jednaqine tre²eg stepena x3 − 2 = 0 nisu konstruktibilni.

Poxto je skup svih algebarskih brojeva prebrojiv, kao posǉedicu pretho-
dnog tvr±eǌa dobijamo da je i skup svih konstruktibilnih brojeva tako±e pre-
brojiv.

Primjeri. Pokazati da su dati konstruktibilni brojevi algebarski.

1. x =
√

2 +
√

3. Kvadriraǌem dobijamo x2 = 2+
√

3, odakle je x2− 2 =
√

3
i (x2 − 2)2 = 3. Posǉedǌa jednaqina je, ustvari, x4 − 4x2 + 1 = 0. Dakle, dati
broj je korijen jednaqine qetvrtog stepena sa koeficijentima iz Q, pa je dati
broj algebarski.

Primijetimo da je dati broj x iz nekog proxireǌa Q(
√

3,
√

2 +
√

3) = {a +
b
√

2 +
√

3 | a, b ∈ Q(
√

3)}. Ovo proxireǌe je stepena 22 u odnosu na Q, pa smo
morali dva puta vrxiti kvadriraǌe, odnosno dobili smo jednaqinu qetvrtog
stepena sa racionalnim koeficijentima.

2. Na sliqan naqin se pokazuje da je za x =
√

2 +
√

2 +
√

2, x ∈ Q3 =

Q(
√

2,
√

2 +
√

2,

√
2 +

√
2 +

√
2). Stepen proxireǌa (Q3 : Q) = 23, pa ²e po-

stojati jednaqina osmog stepena koja anulira element x.
Sada ²emo dokazati jox jednu lemu koja ²e nam biti potrebna za dokazivaǌe

nemogu²nosti rjexavaǌa poznatih starogrqkih problema koje smo spomenuli na
poqetku.

Lema 2. Ako kubna jednaqina a3x
3+a2x

2+a1x+a0 = 0 (∗) sa racionalnim
koeficijentima nema racionalnih korijena, tada nijedan od ǌenih korijena
nije konstruktibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da jednaqina (∗) nema racionalnih korijena. Tada
se u lemi tvrdi da jednaqina nema konstruktibilnih korijena.

Pretpostavimo suprotno, da jednaqina (∗) ima konstruktibilan korijen α.
Kao xto znamo iz teoreme 4, konstruktibilan broj α ∈ Fk = Q(

√
m1, . . . ,

√
mk),

gdje je k najmaǌi broj proxireǌa poǉa Q koji je potreban da bismo konstruisa-
li α. Neka α = a + b

√
mk (a, b, mk ∈ Fk−1,

√
mk /∈ Fk−1) zadovoǉava jednaqinu
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(∗), tj. P (α) = 0, gdje je P (x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0. Sada ²emo dokazati
da ako je α = a + b

√
mk rjexeǌe kubne jednaqine (∗), tada je i α1 = a − b

√
mk

tako±e rjexeǌe te jednaqine. Iz P (α) = 0 uvrxtavaǌem α = a+ b
√

mk dobijamo
da je

a3(a + b
√

mk)3 + a2(a + b
√

mk)2 + a1(a + b
√

mk) + a0 = 0.

Odavde nakon grupisaǌa dobijamo
A + B

√
mk = 0,

gdje koeficijenti A,B, mk ∈ Fk−1, pa mo¼emo sada pisati P (α) = A + B
√

mk,
tj. P (a+b

√
mk) = A+B

√
mk = 0. Posǉedǌa jednakost je taqna ako i samo ako je

A = 0 i B = 0. Zaista, ako bi bilo npr. B 6= 0 imali bismo
√

mk = −A/B, a to
je kontradikcija sa pretpostavkom da

√
mk /∈ Fk−1. Isto tako je P (a− b

√
mk) =

A−B
√

mk = 0 (jer je A = 0 i B = 0). Dakle, ako je a+ b
√

mk korijen jednaqine
P (x) = 0, tada je i a− b

√
mk korijen te jednaqine.

Na osnovu Vijetovih pravila mora biti x1+x2+x3 = −a2

a3
. Znamo da je x1 =

a+ b
√

mk i x2 = a− b
√

mk. Uvrxtavaǌem u posǉedǌu jednaqinu vidimo da mora

vrijediti a+b
√

mk+a−b
√

mk+x3 = −a2

a3
. Odavde slijedi x3 = −a2

a3
−2a ∈ Fk−1

(jer se korijen izgubio), xto je kontradikcija sa pretpostavkom da je k najmaǌi
broj za koji Fk sadr¼i korijen jednaqine (∗).

Sada ²emo jox jednom dokazati nemogu²nost rjexavaǌa problema duplira-
ǌa kocke, ali sada ²emo u dokazu koristiti prethodnu lemu.

Dokaz. Opet ²emo pretpostaviti da se tra¼i ivica kocke duplo ve²e za-
premine od zapremine kocke ivice 1. Ovaj geometrijski problem se svodi na
algebarski problem: na²i konstruktibilno rjexeǌe jednaqine x3 − 2 = 0.

Neka je x = p/q racionalno rjexeǌe jednaqine x3 − 2 = 0, pri qemu su p, q
me±usobno prosti cijeli brojevi. Uvrxtavaǌem u jednaqinu dobijamo jednaqinu
p3 = 2q3, a odavde vidimo da je p paran broj, tj. p = 2k (k ∈ ZC). Uvrstimo
p u posǉedǌu jednaqinu i dobi²emo (2k)3 = 2q3, odnosno 4k3 = q3, xto znaqi
da je q djeǉiv sa 4, odnosno sa 2, pa je i q paran broj, a to je kontradikcija sa
pretpostavkom da su p i q me±usobno prosti.

Dakle, poxto jednaqina x3 − 2 = 0 nema racionalnih korijena, tada na
osnovu prethodne leme, nijedan od ǌenih korijena nije konstruktibilan, pa ova
jednaqina nema konstruktibilnih rjexeǌa tj. problem dupliraǌa kocke se ne
mo¼e rijexiti samo leǌirom i xestarom.

Problem konstrukcije pravilnog sedmougla
Pravilan trougao, qetvorougao, petougao i xestougao je lako konstruisa-

ti samo leǌirom i xestarom. Tako±e, svi mnogouglovi dobijeni iz navedenih
dupliraǌem broja stranica tako±e su konstruktibilni. Naime, iz pravilnog
n-tougla mo¼emo dobiti pravilan 2n-tougao polovǉeǌem lukova opisanog kruga,
koji se nalaze iznad stranica pravilnog n-tougla.

1796. godine je mladi Gaus pokazao da je mogu²e konstruisati pravilni 17-
ugao. Kao xto je Gaus pokazao, 17-ugao je bio samo poseban sluqaj familije kon-
struktibilnih pravilnih mnogouglova. Gaus je otkrio da se pravilan p-tougao



40 S. Kosi²-Jeremi²

(p prost broj) mo¼e konstruisati ako i samo ako je p prost Fermaov broj, p =
22n

+ 1. Prvi Fermaovi brojevi 3, 5, 17, 257 i 65537 su prosti. Me±utim, 1732.
godine, Ojler je otkrio da za n = 5, F (n) = 22n

+ 1 nije prost broj. Kasnije se
otkrilo da su mnogi od tih Fermaovih brojeva slo¼eni.

Ali, pravilan sedmougao (heptagon) nije mogu²e konstruisati samo leǌirom
i xestarom. Problem je na²i stranicu s pravilnog sedmougla koji je upisan u
jediniqni krug. Najjednostavniji naqin da doka¼emo da ovaj problem nije mogu²e
rijexiti samo leǌirom i xestarom je korix²eǌe kompleksnih brojeva.

Znamo da su tjemena pravilnog sedmougla data korijenima jednaqine

(1) z7 − 1 = 0,

gdje je z = x + iy (x i y su koordinate tjemena sedmougla). Oqigledno je jedan
korijen ove jednaqine z = 1, pa dijele²i jednaqinu (1) sa z−1 dobijamo jednaqinu

(2) z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0.

Me±u korijenima ove jednaqine je z = cos(2π/7) + i sin(2π/7). Ugao 2π/7 je ugao
zahva²en kod centra kruga stranicom pravilnog sedmougla. Dijele²i jednaqinu

(2) sa z3 i uvode²i smjenu x = z +
1
z
, dobijamo jednaqinu

(3) x3 + x2 − 2x− 1 = 0.

Sada treba samo dokazati da jednaqina (3) nema racionalnih korijena, pa na
osnovu leme 2 nema ni konstruktibilnih korijena. Ako jednaqina (3) ima ra-
cionalnih korijena, ti korijeni su ujedno i cjelobrojni i to djelioci broja 1.
Uvrxtavaǌem vrijednosti za x u jednaqinu (3) vidimo da ni −1 ni 1 nisu rje-
xeǌa ove jednaqine, pa jednaqina (3) nema racionalnih rjexeǌa, odakle, na
osnovu leme 2, zakǉuqujemo da nema ni konstruktibilnih rjexeǌa. Dakle, broj

x = z +
1
z

= 2 cos(2π/7) nije konstruktibilan, pa jednaqina (2) nema konstruk-
tibilnih rjexeǌa, xto znaqi da se stranica sedmougla ne mo¼e konstruisati.

O problemu kvadrature kruga
To je jedan od najpoznatijih i najinteresantnijih starogrqkih problema.

Ovim problemom su se bavili mnogi poznati matematiqari, ali on je ostao ne-
rijexen sve do 19. vijeka, kada je Lindeman dokazao transcendentnost broja π.
A problem glasi: da li je mogu�e konstruisati kvadrat iste povrxine kao
xto je povrxina datog kruga?

Ovaj problem se opet svodi na algebarski problem: treba ispitati da li
jednaaqina x2 = r2π (r je polupreqnik datog kruga) ima racionalnih rjexeǌa.
Rjexeǌe ove jednaqine je x = r

√
π, pa se postavǉa pitaǌe da li je broj π ko-

struktibilan.

Tek nakon Lindemanovog dokaza transcendentnosti broja π (1882. god) po-
stalo je jasno da π nije konstruktibilan. Jer, kako je π transcendentan broj,
onda on nije algebarski (ne postoji polinom koji anulira taj element), pa nije
ni konstruktibilan. Lindemanov dokaz o transcendentnosti broja π se, zapravo,
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oslaǌa na Ermitov dokaz o transcendentnosti broja e. Me±utim, ovi dokazi su
dosta slo¼eni, pa ih ovdje ne²emo navoditi.

I time je konaqno rijexen najstariji i najquveniji starogrqki problem –
problem kvadrature kruga.
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4. S. Crvenković, I. Dolinka, R. Sz. Madarasz, Odabrane teme opšte algebre, Novi Sad, 1998.
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6. V. Perić, Algebra II, IGKRO Svjetlost, OOUR Zavod za udžbenike, Sarajevo, 1980.
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OBAVEXTEǋA

NOVO U IZDAǋU DRUXTVA MATEMATIQARA SRBIJE

U izdaǌu Druxtva matematiqara Srbije objavǉene su slede²e nove kǌige:

1. Miodrag Petkovi�: ZANIMǈIVI MATEMATIQKI PROBLEMI VE-
LIKIH MATEMATIQARA.

2. Vojislav Andri�: MATEMATIKA 3, zbirka rexenih zadataka za 3. razred
osnovne xkole, za uqenike koji ¼ele i mogu vixe, tre²e dopuǌeno izdaǌe,
Materijali za mlade matematiqare, sv. 37.

,,KENGUR BEZ GRANICA“

Ovogodixǌe takmiqeǌe ,,Kengur bez granica“ odr�a�e se 19.
marta 2009. godine. Prijava takmiqara mogu²a je preko sajta Druxtva mate-
matiqara Srbije www.dms.org.rs.


