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(NE)OBIQAN QAS

Naxi uqenici se sa vektorima prvi put susre²u u nastavi fizike u osnovnoj
xkoli, a u nastavi matematike se pojam vektora obra±uje u prvom i tre²em razre-
du gimnazije. Specijalno, po jednom od zahteva aktuelnog programa, uqenik bi na
kraju prvog razreda gimnazije trebalo da razume linearnu (ne)zavisnost vektora
kroz posebne sluqajeve (ne)kolinearnosti i (ne)komplanarnosti. Tako ozbiǉne
stvari svakako obnavǉavamo i malo produbǉavamo pre nastavka izuqavaǌa vek-
tora u tre²em razredu. Razgovaramo o veoma apstraktnom pojmu vektorske baze –
zaxto se onda bax zato ne bi malo ,,izaxlo“ iz apstraktnog sveta matematike?1

Zadatak 1. Imamo na raspolagaǌu:
(a) C – crvenu, ´ – �utu i P – plavu boju. Da li se od ǌih mo�e

mexaǌem dobiti: N – naran
asta, ǈ – ǉubiqasta, O – oker, B – braon,
T – tirkizna, C′ – crna boja?

(b) Isto pitaǌe ako su na raspolagaǌu boje C, ´ i P.
(v) Isto pitaǌe ako su na raspolagaǌu boje Z, ´ i P.
Da li ove situacije podse�aju uqenike na nexto xto su ranije uqili? 2

Uqenici su malo zaqu±eni takvim zadatkom na qasu matematike (to smo za
poqetak uspexno obavili!); nastala pauza se mo¼e iskoristiti da neko od uqenika
podseti koje se boje dobijaju pri odre±enim kombinacijama nekih uobiqajenih
boja (na primer, ako se pomexaju jednake koliqine plave i crvene, dobija se
ǉubiqasta, i sl).

Poqiǌemo sa prezentacijom3: ako je u Dekartovom koordinatnom sistemu
Oxy pozitivna poluosa Ox obojena crvenom bojom C, a pozitivna poluosa Oy
plavom P, neka simetrala prvog kvadranta Oxy bude obojena smesom u kojoj su
jednake koliqine tih boja – dakle, ǉubiqasta ǈ! Tako±e, ako je pozitivna polu-
osa Oz (u prostornom sistemu Oxyz) obojena ¼uto ´, neka su simetrale kva-
dranata Oyz, Ozx obojene smesama u kojima su jednake koliqine odgovaraju²ih

1 Po¼eǉno je da se za ovaj qas koristi Power point prezentacija ili odgovaraju²i specijalno
pripremǉeni crte¼i i makete.

2 Naravno, osim iz likovnog.
3 Power point ili pomo²u xtapa i kanapa
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boja, dakle – zeleno Z, odnosno naranasto N! Analogno se onda ostaci dobije-
nih kvadranata boje raznim me±unijansama4, i dobija se obojeni prvi oktant u
koordinatnom sistemu Oxyz prostora.5
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a onda, na osnovu slede²ih ,,likovnih“ jednakosti6:
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neko mo¼e reqima da opixe kako se dobija oker, tirkizna, braon i crna boja.
Odgovori pod (a) i (b) su potvrdni: sve tra¼ene boje dobijaju se kombina-

cijama boja C, ´ i P, a zelena boja Z nije neophodna kao osnovni materijal jer
se mo¼e dobiti mexaǌem boja ´ i P.

(v) Odgovor je negativan; ne mo¼e se dobiti, na primer, crvena boja C7 (to
xto imamo boje ´, P i Z je prema prethodnom isto kao da imamo samo boje ´
i P).

Zadatak 2. Hari Poter treba da iz neke galaktiqke pozicije A sti-
gne u poziciju B uz uslov da su unapred odre�ena tri pravca svih mogu�ih
kretaǌa. Da li mo�e uspeti?

4 Postoje dogovori o uoqavaǌu devet me±unijansi – videti npr. u [3].
5 Zanimalo me je kako se naziva boja/nijansa koja se dobija tako xto se pomexaju jednake

koliqine navedene tri boje. Izgleda da nema neki poseban naziv, zove se samo izvedena boja!?
6 O kombinacijama boja mo¼e se vixe proqitati npr. u [3]
7 Detaǉnije videti npr. u [3]
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Neki uqenici odmah zakǉuquju da jednostavno put AB treba razlo�iti na
komponente du¼ datih pravaca. Ipak, da bi svi boǉe razumeli, uradimo isti
zadatak sa konkretnim podacima.

Zadatak 2′. Da li se mo�e sti�i iz taqke A(1,−10, 2) u taqku B(1, 1, 11)
ako sva kretaǌa mogu biti samo po pravcima koji su u koordinatnom si-
stemu prostora dati preko tri komponente ,,du�“ osa sistema8:

(a) c = (1, 0, 2), d = (−1, 3, 0), e = (0, 0,−2);
(b) c = (1, 0, 2), d = (−1, 0, 2), e = (0, 0,−2);
(v) c = (1, 2, 3), d = (−2, 7, 3), e = (−1, 9, 6).

Odrediti takav put ako postoji.

Prvo neko od uqenika ponavǉa kako se formula AB = OB −OA svodi na
zbir vektora po ,,pravilu trougla“9 i konkretno izraqunava: AB = (1, 1, 11) −
(1,−10, 2) = (0, 11, 9). Zatim, neko drugi na tabli10 skicira koordinatni sistem
prostora, prikazuje u ǌemu taqke A i B, podse²a xta znaqi skra²eni zapis
AB = (0, 11, 9) i odgovara na lakxe pitaǌe kako se sti¼e od A do B ako su na
raspolagaǌu pravci osa datog koordinatnog sistema.

Vra²amo se zatim na zadatak, odnosno na zahtev da se dati vektor AB
razlo¼i na komponente du¼ pravaca c, d i e. Ako je, recimo, prva etapa neko
kretaǌe AK = λ c pravca c, druga KT = µ d pravca d i tre²a TB = ν e
pravca e, treba odrediti konstante λ, µ i ν da bi se zaista ,,zatvorio put“
AB = AK + KT + TB, ako takve vrednosti uopxte postoje. Uqenici sami
zakǉuquju da treba rexiti vektorsku jednaqinu λc + µd + νe = AB po nepozna-
tim λ, µ i ν (c, d, e, A i B su parametri)11.

(a) Jednaqina (0, 11, 9) = λ(1, 0, 2)+µ(−1, 3, 0)+ν(0, 0,−2) svodi se na sistem
jednaqina

λ− µ = 0, 3µ = 11, 2λ− 2ν = 9,

qije je rexeǌe λ = 11/3, µ = 11/3, ν = −5/6, odnosno dobili smo da put postoji
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e, kao linearna kombinacija tri osnovna kretaǌa.

Docrtavamo na prethodnoj slici kako se dakle stiglo iz A u B i, pre nego
xto su potom ura±eni ostali delovi zadatka, uqenici komentarixu da je zadatak
imao rexeǌe jer su pravci datih vektora nekomplanarni; u sluqaju kada su na
raspolagaǌu tri pravca koja nisu paralelna istoj ravni, mo¼e se iz bilo koje
pozicije A sti²i u bilo koju poziciju B. A ako su dati pravci paralelni jednoj
ravni α? Deqak se onda mo¼e kretati samo u ravni β koja sadr¼i taqku A i
paralelna je sa ravni α; neko zakǉuquje da je jedan pravac bio suvixan jer se
mo¼e posti²i pomo²u druga dva. Konaqno, kretaǌe je ograniqeno samo na jednu
pravu kroz A u najspecijalnijem sluqaju ako su data tri ista pravca.

8 Pritom, koriste se uobiqajene skra²ene oznake.
9 Tu formulu smo u me±uvremenu svakako nauqili i napamet jer se dosta koristi upravo kod

odre±ivaǌa koordinata usmerene du¼i ako su date koordinate krajǌih taqaka.
10 Ili je i za to spremna animacija u Power point prezentaciji.
11 Sliku mo¼emo eventualno docrtati posle konkretnog rexavaǌa, kao ilustraciju.
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Uqenici potom rexavaju odgovaraju²e sisteme; u (b) se dobija protivureqan
sistem (jer po datim podacima va¼i c+d = e, a s druge strane vektor AB se ne
mo¼e izraziti pomo²u c i d), pa postavǉeni zadatak nema rexeǌa. U (v) je sistem
neodre±en (jer po datim podacima va¼i 2c+d = AB i c+d = e) – dakle, i prema
podacima iz (v) Hari mo¼e iz A da do±e u B ali samo zahvaǉuju²i ogromnoj
sre²i xto dva data pravca sa taqkom A odre±uju ravan bax kroz taqku B!

Zadatak 1′. Neka maxina pravi boju pod xifrom ∼ tako xto mexa
slede�e boje: crvenu, �utu, zelenu i plavu, uzimaju�u odre�enu koliqinu od
svake. Uporediti sa podacima iz zadatka 1. Komentar?

Kako se boja Z dobija kao kombinacija boja ´ i P: Z = 1
2 ´ + 1

2 P, to Z
nije neophodna12. Dakle, name²e se konstatacija da ²e i ovaj model ipak biti
,,dimenzije tri“, kao i u drugom zadatku13. Zapisujemo B = xC + y P + x´, tj.
da se svaka boja B dobija kao linearna kombinacija tri osnovne boje. x, y i z su
realni brojevi iz [0, 1], takvi da je x+y+z = 1; (P,´,C) jeste jedna trojka boja
preko kojih se mogu ,,izraziti“ sve boje – ka¼emo da je (P,´,C) jedna baza14. S
druge strane, (P,´,Z) nije baza – postoje boje koje ne mogu da se dobiju mexaǌem
P, ´ i Z; opet bismo se kao u zadatku 2′ ,,kretali samo u jednoj ravni“!15

Mo¼da ²e poneko od ±aka posle ovog qasa biti zainteresovan da sazna ne-
xto vixe o fiziqkim aspektima boje kao fenomena, kao i o daǉim apstrakcijama
vezanim za linearnu (ne)zavisnost vektora. Saradǌe matematike sa drugim dis-
ciplinama i ,,sa svakodnevnim ¼ivotom i praksom“ toliko ima da se ona nikako
ne mo¼e izbegavati, a jox maǌe se mo¼e na silu nametati i tamo gde ne postoji.
Zadatak nam je da takve prirodne spojeve prepoznamo i prika¼emo u odeǉeǌu kao
(ne)obiqnu qast, bo¼ji dar, a sve u ciǉu razvitka nastave matematike16.
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