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METRIQKA, EUKLIDSKA, PROJEKTIVNA
I TOPOLOXKA SVOJSTVA

Pojavnost stvari u naxem okru�eǌu se meǌa, ali neka postojana, karak-
teristiqna svojstva ǌihovih oblika ostaju nepromeǌena. �. Pia�e (J. Piaget)
klasifikuje ova svojstva kao topoloxka, projektivna i euklidska, a spontani raz-
voj deteta upravo prati takav redosled ovih ideja. Normalno je interesovaǌe
jednog specijaliste u obrazovaǌu da zna kako se ove ideje matematiqki zasniva-
ju, bez i suvixe trudnog qitaǌa kǌiga koje se odnose na ove sadr�aje, a koje su
mu qesto nepristupaqne. Ciǉ ovog rada je da napravi jedan neposredan pristup
matematiqkom klasifikovaǌu ovih ideja, a koji je zasnovan samo na qitaoqevom
znaǌu sredǌoxkolske matematike.

1. Potraga za izgubǉenim znaqeǌima
Kad u prirodi ne bi bilo qvr-

stih tela, ne bi bilo ni geome-
trije.

A. Poenkare (H. Poincare)

Od uspona prvih ǉudskih bi�a, do vremena grqkih xkola filozofije i mate-
matike, geometrijske ideje su bile inherentne i one su proizlazile kao rezultat
qovekovih napora da uspostavi jedan inteligentniji odnos prema raznovrsnosti
oblika fiziqkih predmeta koji postoje u okru�uju�em svetu. U grqko doba, naro-
qito s poqetkom Pitagorejske xkole, ove ideje su postale unutraxǌe predstave
apstraktnih pojmova, svakako razvijenih na osnovu vizualizacije, ali logiqki
korix�enih na naqin koji je nezavisan od generativnih procesa.

Kao xto znamo iz istorije matematike, Tales iz Mileta je prvi dokazao da
ugao koji je upisan u polukrug jeste pravi ugao, oslaǌaju�i svoje dokaze na dru-
ge, jednostavnije i oqiglednije qiǌenice. U periodu od tri veka, od Talesa do
Euklida, antiqki grqki geometri su sveli broj jednostavnih, oqiglednih geome-
trijskih qiǌenica na sistem a priori prihvatǉivih, poqetnih istina, koje su
nazivali postulatima, a koje qitalac sigurno zna iz svog xkolskog kursa geome-
trije. Prihvataǌe takvog sistema osnovnih qiǌenica i izvo�eǌe svih ostalih
geometrijskih qiǌenica iz ǌih, pretvorilo je grqku geometriju u idealno lo-
giqki organizovan predmet.

Plenarno izlagaǌe na Republiqkom seminaru o nastavi matematike i raqunarstva, odr�anom
u Beogradu, 12.02.2004. godine
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Euklid je bio taj koji je izlo�io sve glavne doprinose grqke matematike u
trinaest kǌiga svojih ,,Elemenata“. Vekovima su ,,Elementi“ slu�ili kao jedini
izvor uqeǌa geometrije. Qak i poxto su napisane neke pojednostavǉene verzije,
jox uvek je bilo texko pristupiti geometriji slu�e�i se ǌima. Samo su stari-
ji studenti uz pomo� svojih uqiteǉa bili u staǌu da se izbore sa sadr�ajima
tog predmeta. Sa nizom osnovnih pojmova oznaqenih nedefinisanim terminima
i onim datim definicijama, sa aksiomama kao osnovom za deduktivne zakǉuqke,
takav kurs geometrije je morao biti te�ak za poqetnika kome je nedostajala ne-
ophodna imaginacija koja se mogla formirati jedino u kontaktu sa konkretnijom
realizacijom geometrijskih ideja. Sve daǉa i daǉa didaktiqki motivisana po-
jednostavǉeǌa ,,Elemenata“ rezultirala su onim xto danas vidimo kao u�benike
euklidske geometrije.

Poxtovaǌe euklidske tradicije se uvek smatralo najboǉim naqinom raz-
vijaǌa logiqkog mixǉeǌa. Da bi pristup takvom apstraktnom geometrijskom
mixǉeǌu bio uspexan, odavno se smatralo da je iskustvo skupǉeno u radi sa vi-
zuelnim sredstvima neophodno. Modeli geometrijskih tela koji se mogu videti
u uqionicama su oqigledna manifestacija takvih napora.

Euklid nije napisao svoje kǌige da bi ih deca koristila u xkoli. ,,Elemen-
ti“ su zamixǉeni kao nauqna rasprava koja je bila model perfektnog i strogog
izlagaǌa. Zato nema niqeg loxeg u kursevima koji prate Euklida, ono xto mo�e
biti loxe je priprema uqenika za takav kurs.

Razliqita vi�eǌa toga xta je geometrija i kako je treba predavati izlo�ena
su kod Frojdentala (H. Freudenthal) [4], u glavi naslovǉenoj ,,Sluqaj geometri-
je“. Izra�avaju�i sopstveno mixǉeǌe, Frojdental ka�e: ,,Geometrija mo�e biti
smislena samo ako izra�ava odnos geometrije prema iskustvenom prostoru. Ako
nastavnik zanemari tu svoju du�nost, nepovratno gubi xansu.“

U istoj glavi se prikazuje rad nastavnika u Holandiji koji prilaze poqetnoj
geometriji kao nauci o fiziqkom prostoru. Poqev od dvadesetih godina XX veka,
Tatjana Erenfest-Afansijeva je kreirala nastavu geometrije pomo�u konkretnog
materijala, prepuxtaju�i deci da sa ǌim eksperimentixu. Van Hilesovi (van
Hieles) i van Albada (van Albada) su nastavili sa takvim pristupom geometri-
ji oboga�ivaǌem materijala i proxirivaǌem aktivnosti tako da oni ukǉuqe:
savijaǌe papira, lepǉeǌe, crtaǌe, bojeǌe, mereǌe, poploqavaǌe i popuǌavaǌe.

Pitaǌe je do kog stepena takve aktivnosti mogu da budu samo igra za decu, a
koliko mogu da uqine qudo u stvaraǌu ǌihovih prostornih predstava; me�utim,
nesporno je da one dosta doprinose premox�avaǌu jaza izme�u realnosti i geome-
trijskih apstrakcija. S druge strane, za ve�inu dece geometrija ne bi trebalo
da bude izazov za ǌihovu inteligenciju, ve� racionalna veza sa okru�uju�om
realnosti.

Ispitivaǌa koja je �. Pija�e vrxio o naqinima kako deca formiraju geome-
trijske pojmove, svakako su uticala na kreatore planova i programa da obogate
geometrijske sadr�aje poqetnih razreda osnovnih xkola i da ustanove redosled
ideja koji prati spontani razvoj deteta. Prema Pija�eovim eksperimentalnim
nalazima: ,,Redosled detetovog geometrijskog razvoja izgleda da je obrnut od
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istorijskog redosleda otkri�a. Geometrija kao nauka zapoqela je Euklidovim
sistemom usredsre�enim na figure, uglove itd, razvila se u 17. veku u tzv. pro-
jektivnu geometriju (koja se bavi problemima perspektive), da bi u 19. veku
doxla topologija (koja opisuje opxte prostorne odnose na kvalitativan naqin
– na primer, razliku izme�u otvorenih i zatvorenih struktura, unutraxǌost
i spoǉaxǌost, bliskost i nepovezanost, . . . ). Tek nakon du�eg vremena u ko-
me je dobro ovaladalo topoloxkim odnosima, dete �e poqeti da razvija pojmove
euklidske i projektivne geometrije. Tada ǌih gradi istovremeno.“ [7,str. 3]

Geometrijski pojmovi koji su obiqno predvi�eni programom prva qetiri
razreda osnovne xkole poqiǌu na opa�ajnom nivou. Postepeno, pomo�u ǌihovih
ikoniqnih predstava i kroz verbalno izra�avaǌe, oni postaju sve vixe apstrakt-
ni, pribli�avaju�i se nivou apstraktnosti euklidske geometrije. Te napore da
se ustanove konkretnija i realistiqnija znaqeǌa pomenutih pojmova, zovemo ovde
potragom za izgubǉenim znaqeǌima.

I da bismo nexto jasnije i vixe tehniqki pokazali xta su zaista metriqka
(euklidska), projektivna i topoloxka svojstva geometrijskih objekata, pixemo
slede�e odeǉke, poqiǌu�i opisom strukture i funkcije oka.

2. Kako funkcionixe oko

Opa�aǌe prati razumevaǌe, to jest misaoni mehanizam kojim um obra�uje
ono xto je opa�eno, a ono xto je shva�eno mo�e, tako�e, da se izrazi reqima ili
simbolima. Ovo izgleda kao put koji vodi iz spoǉaxǌosti u unutraxǌost uma
i natrag. Spoǉaxǌi deo ovog puta je jasniji i sada usmeravamo naxu pa�ǌu na
ǌega.

Prema Aristotelu, postoji pet qula, danas poznata kao osnovna qula: vid,
sluh, dodir, ukus i miris (a savremena psihologija uzima u obzir jox neka: qulo
pokreta, qulo za ravnote�u, itd). Najve�a koliqina informacija o spoǉaxǌem
svetu se dobija kroz naxe qulo vida, koje se prouqava vixe od ostalih qula.

Mi vidimo predmete koji emituju ili reflektuju svetlost i, razumǉivo,
koriste�i svoje oqi. Jedna pojednostavǉena shema oka je data na slici 1 i ǌegovo
funkcionisaǌe mo�e da se uporedi sa onim foto-aparata.

mre�njaèadu�ica

zenica

soèivo

Sl. 1 Sl. 2

Zenica je otvor oka koji prima svetlo (kod foto-aparata, ǌegov otvor), soqi-
va fokusiraju svetlo, a ona su prozirna opna koja je napola ispuǌena teqnox�u,
a napola lepastim tkivom (kod foto-aparata, prizmatiqna tela), a zadǌi zid
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oka se zove mre�ǌaqa (retina), i na ǌu pada svetlosna slika (film, kod foto-
aparata). Mre�ǌaqa je sposobna da neprekidno funkcionixe i mo�e da snimi
hiǉade i hiǉade slika dok smo u budnom staǌu. Ro�ǌaqa (iris) je predǌi zid
oka (ǌena boja je boja vaxih oqiju), a ǌeni mixi�i, koji formiraju zenicu,
kontrolisani su koliqinom svetla (dok se otvor aparata podexava).

Svetlo koje se projektuje od nekog predmeta koji vidimo, formira sliku tog
objekta na mre�ǌaqi, a ta slika stoji okrenuta naopako (slika 2).

Poxto je mre�ǌaqa dvodimenzionalna povrx, mi vidimo samo ono xto je
projektovano na tu povrx. Kako onda vidimo dubinu, koja qini tre�u dimenziju?
Postoji nekoliko kǉuqeva, koji se nazivaju monokularnim, a koja dozvoǉavaju
jednom oku da vidi izvesnu dubinu, i binokularnim, koja dolaze do izra�aja
kada gledamo sa dva oka.

Monokularni kǉuqevi su:
preklapaǌe, kada jedan objekat zaklaǌa deo pogleda na drugi objekat i kada

zakloǌeni objekat izgleda udaǉeniji;
linearna perspektiva – xto je objekat udaǉeniji, to je maǌa ǌegova slika

na mre�ǌaqi;
zamagǉenost, kada udaǉeni objekti izgledaju zamagǉeno;
senka – xto je objekat udaǉeniji, to je ǌegov izgled vixe osenqen.
Kao binokularni kǉuq, od najve�eg interesa je retinalni disparitet. Po-

xto svako od naxa dva oka gleda na objekat pod nexto razliqitim uglom, dve
slike tog objekta su razliqite na dvema mre�ǌaqama. Quveni slikar Leonar-
do da Vinqi (Leonardo da Vinci) prvi je prikazao ovaj efekat putem dijagrama
(slika 3).

A B C D

Sl. 3

Kocka zaklaǌa pogled levom oku na deo AB, a desnom na deo CD prikazane
linije. Oba oka vide celu liniju, a zasenqenu oblast ne vidi nijedno od ǌih.
Zajedno, oba oka vide oko kocke, obuhvataju�i skoro celu pozadinu, xto uzrokuje
efekat dubine. Dve kocke na slici 3 izgledaju razliqito, pokazuju�i xta svako
oko vidi.



Metriqka, euklidska, projektivna i topoloxka svojstva 5

3. Metriqka i euklidska svojstva

Jedna od qovekovih osnovnih ideja je ona o istovetnim stvarima. Qovekov
um je oduvek bio obuzet time kako da poredi stvari i kako da stvara naqine
(modele) po kojima bi ih proizvodio. Na primer, danas, masovna proizvodǌa
dobara zavisi od naxe sposobnosti da pravimo delove koji su skoro sasvim isti,
to jest, jednaki su i po veliqini i obliku.

U pokuxaju da prika�emo jedinstvo opa�aǌa i geometrije, mi prvo iz-
ra�avamo prirodnu zavisnost geometrijskih pojmova od svojstava qvrstih tela
u okru�eǌu. Naime, qvrsto telo A se poima kao qisto geometrijska ideja A, kad
zaboravimo sva ǌegova fiziqka svojstva. Zatim se ideja A, za koju se smatra
da postoji nezavisno od A, naziva geometrijskim objektom. Da budemo precizni-
ji, dva qvrsta tela A1 i A2 mogu da budu razliqita, a dve odgovaraju�e ideje
A1 i A2 da budu jednake. Na primer, drvena lopta A1 i plastiqna lopta A2,
obe preqnika 10 cm, primeri su razliqitih qvrstih tela koja stvaraju jednake
geometrijske predstave A1 i A2.

U [4], poglavǉe XVI, Frojdental citira sadr�ake iz predavaǌa o podudar-
nosti Dijane van Hile (Diana van Hiele). Ta nastavnica je za prve primere uzela
podudarne stolice u uqionici. Naqin na koji su �aci izrazili podudarnost je
bio zaista izvrstan: ‘‘predmeti koje ne mo�emo da razlikujemo’’. Me�utim, da
li bi trebalo da govorimo o podudarnim stolicama, ili o stolicama koje su
jednake po veliqini i obliku, stvar je za razmixǉaǌe.

Dva fiziqka objekta, jednaka po veliqini i obliku, proizvode dve predstave
u naxem umu. Te predstave se razlikuju po polo�aju u unutraxǌem prostoru, i
ako moramo da ih poimamo kao qisto geometrijske objekte, onda ih razliqitim
qini samo ǌihov polo�aj. Ako ih predstavimo ikoniqki, dva crte�a na listu
papira bi trebalo da budu jednaka po veliqini i obliku, i onda govorimo o
podudarnim figurama koje su predstavǉene ikoniqkim znacima.

Prostor je jedna fundamentalna kategorija koja je osnova za sve naxe spo-
znajne (kognitivne) procese. Francuski filozof A. Bergson (H. Bergson) ka�e:
,, . . . xto se vixe peǌemo na lestvici inteligentnih bi�a, to se jasnije sre�emo
sa nezavisnim pojmom homogenog prostora“. [2]

U matematici, prava se uzima kao jednodimenzionalni prostor. Kada je
taqka O fiksirana na takvoj pravoj,
mo�e da se uspostavi jedan-jedan ko-
respondencija izme�u skupa taqaka na
pravoj i skupa realnih brojeva. A x( ) B y( )

Sl. 4
Dve taqke A i B, sa pridru�enim brojevima x i y, na udaǉenosti su koja se

meri du�inom du�i AB, xto �e biti broj

d(A,B) = |x − y|.
Ravan je jedan dvodimenzionalni prostor. Kada je u ǌoj dat koordinatni

sistem, onda se mo�e uspostaviti jedan-jedan korespondencija izme�u taqaka te
ravni i skupa svih ure�enih parova realnih brojeva.
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Rastojaǌe izme�u taqaka
A(x1, y1) i B(x2, y2) je du�ina du�i
AB, xto je broj

d(A,B) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Kada govorimo o trodimenzionalnom
prostoru, mislimo na spoǉaxǌi, fi-
ziqki prostor u kojem postoji sve xto
je realno. Me�utim, pogrexno je u
ǌega smextati naxe geometrijske poj-
move.

A x ,y( )1 1

B x ,y( )2 2

y

y

x x1 2

2

1 C

Sl. 5

Kada zamixǉamo neku stvar, mi je nu�no ,,vidimo“ kako se prostire u onome
xto nazivamo unutraxǌi prostor. Tako, unutraxǌi prostor mo�e da se uzme
kao naxe mentalno predstavǉaǌe spoǉaxǌeg prostora.

U grqkoj geometriji nije bilo eksplicitnog pojma prostora. Me�utim, im-
plicitno, pojam prostora je postojao kao epifenomen, kao okvir u kojem se ge-
ometrijski objekti nalaze. U savremenoj geometriji imamo ǌegovu simboliq-
ku kodifikaciju kao skup svih ure�enih trojki realnih brojeva. Posmatraǌe
spoǉaxǌeg prostora kao prebivalixta realnih stvari i do�ivǉavaǌe mental-
nog prostora kao prebivalixta zamixǉenih stvari nisu nauqene sposobnosti,
ve� prirodni darovi ǉudskih bi�a. Tako, mi nikada ne tra�imo od naxih �aka
objaxǌeǌe xta je prostor, niti pokuxavamo da ga ǌima sugerixemo.

U matematici, skup taqaka koje su u jedan-jedan korespondenciji sa svim
ure�enim trojkama realnih brojeva, naziva se trodimenzionalni prostor. Tri
broja x, y, z u trojci (x, y, z) koja je pridru�ena nekoj taqki A, nazivaju se ǌenim
koordinatama. Podskupovi prostora koji korespondiraju podskupovima

{(x, 0, 0) : x ∈ R}, {(0, y, 0) : y ∈ R}, {(0, 0, z) : z ∈ R}
skupa trojki, nazivaju se x-osa, y-osa i z-osa. Za dve taqke A(x1, y1, z1) i
B(x2, y2, z2), odseqak AB se definixe kao skup taqaka koji korespondira sle-
de�em podskupu trojki

{ (λx1 + (1 − λ)x2, λy1 + (1 − λ)y2, λz1 + (1 − λ)z2) : λ ∈ [0, 1] }.
Onda se du�ina ovog odseqka, a time i rastojaǌe taqaka A i B, definixe kao
broj

d(A,B) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Izostavǉamo dodatne detaǉe koji su poznati qitaocu iz kursa analitiqke
geometrije i koji se obiqno uqe putem vizuelizacije. Crte� koji predstavǉa
koordinatni sistem - tri prave koje stoje normalno jedna na drugu, jeste ono
qime poqiǌu ovakve lekcije iz analitiqke geometrije, pri qemu su tri uzajamno
normalne ivice zidova jedne sobe veoma dobra materijalizacija jednog takvog
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B x ,y ,z( )2 2

A x ,y ,z( )1 1

2

1

x

x
y y

z

z

1

2

1 2

2

1
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sistema. Ovde smo, pak, da bismo postigli razliku izme�u intuitivnog i for-
malnog, nakratko otixli u jedno formalnije izlagaǌe.

Tako matematiqki definisan trodimenzionalni prostor oznaqava se sa R3 i
naziva euklidskim 3-dimenzionalnim prostorom. Onda se 1-dimenzionalni pro-
stor mo�e identifikovati sa x-osom a 2-dimenzionalni prostor sa xy-ravni u
R3. Ova dva prostora se oznaqavaju sa R1 - euklidski 1-dimenzionalni prostor
i sa R2 - euklidski 2-dimenzionalni prostor, respektivno.

Jednom kada imamo pojam euklidskog prostora R3, mo�emo definisati ge-
ometrijski objekat kao bilo koji podskup od R3, ali od stvarnog interesa su
samo veoma pravilni podskupovi kao xto su du�i, krugovi, trouglovi, sfere,
piramide, itd.

Neka su X i Y podskupovi prostora R3. Preslikavaǌe F : X → Y se naziva
izometrija, ako za svaki par taqaka A i B u X,

d(f(A), f(B)) = d(A,B).

Tako, vidimo da su izometrije ona preslikavaǌa koja quvaju du�ine odseqaka i
da dve razliqite taqke A i B imaju razliqite slike f(A) i f(B). Prema tome,
izometrija f : X → Y je jedan-jedan preslikavaǌe. Ako je takvo preslikavaǌe i
na, za dva objekta X i Y se ka�e da su izometriqni ili podudarni.

Dva podudarna geometrijska objekta imaju upravo isti skup svojstava i ,,ne
mogu se razlikovati“, osim po svom polo�aju u prostoru, xto se ne uzima kao neko
relevantno geometrijsko svojstvo. Svojstvo koje se quva pri izometrijama se zove
metriqko svojstvo. Na primer, takva svojstva su: du�ine, povrxine, zapremine,
dijametri, mere uglova, itd. Qitalac sigurno zna mnoga druga metriqka svojstva
iz svog xkolskog kursa geometrijske, kao i tvr�eǌa sa raznim kombinacijama tih
svojstava, na primer, stavove o podudarnosti trouglova.

Da bismo dokazali da su dva geometrijska objekta X i Y podudarni, moramo
da na�emo neku izometriju f : X → Y . Da bismo dokazali da X i Y nisu kon-
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gruentni, moramo na�i metriqko svojstvo koje poseduje jedan od ovih objekata, a
drugi ne. Kao primer, uzmimo slede�e tri linije

Sl. 7

i, nakon xto smo ih pogledali, spremni smo da ka�emo da one nisu podudarne. Da
bismo to dokazali, moramo da uoqimo neka ǌihova metriqka svojstva. Recimo,
slede�a dva:
a) Za svaku od dve razliqite taqke A i B u X, du� AB se sadr�i u X.
b) Postoji par razliqitih taqaka A i B u X, tako da se du� AB sadr�i u X.

Du� na sl. 7 poseduje oba svojstva, a) i b), linija u obliku slova L poseduje
samo svojstvo b), a krug ne poseduje nijedno od ǌih. Prema tome, ove linije nisu
podudarne jedna sa drugom.

Jednostavnosti radi, nastavǉamo sa razmatraǌem podudarnosti, ograniqa-
vaju�i se na razmatraǌa u ravni R2. Pre svega, izlo�i�emo tri va�na primera
izometrija.

1. Translacija. Ako je dat vektor a, preslikavaǌe f : R2 → R2, koje pre-
slikava taqku A ∈ R2 u taqku A′, tako da je vektor

−−→
AA′ = a, zove se translacija

za vektor a. (Du�i AA′ i BB′ su paralelne i imaju jednake du�ine, na osnovu
qega sledi jednakost du�i AB i A′B′.)

a

A

B

A’

B’

Sl. 8

2. Rotacija. Ako je dat ugao α i taqka O ∈ R2, preslikavaǌe f : R2 → R2,
koje preslikava taqku A ∈ R2 u taqku A′, tako da su dve du�i OA i OA′ jednake
po du�ini i formiraju ugao ∠AOA′ koji je jednak α, zove se rotacija oko taqke
O, za ugao α. (∠AOB + ∠BOA′ = α, ∠BOA′ + ∠A′OB′ = α, na osnovu qega
je ∠AOB = ∠A′OB′. Iz podudarnosti trouglova AOB i A′OB′, sledi da su
du�ine du�i AB i A′B′ jednake.)

3. Simetrija. Ako je data prava p u R2, preslikavaǌe f : R2 → R2 koje
preslikava taqku A ∈ R2 u taqku A′, tako da je p simetrala du�i AA′, zove se
simetrija u odnosu na p (a p se zove osa simetrije). (Lako je uoqiti da su dva
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O

A

BB’
A’ A’

B’
A

B

C

D

Sl. 9 Sl. 10

pravougla trougla BCD i B′CD podudarni, xto povlaqi ∠BDA = ∠B′DA′ i
jednakost du�i BD i B′D. Iz podudarnosti trouglova BDA i B′DA′ sledi
jednakost du�ina du�i AB i A′B′.)

Neka je f : X → Y izometrija. Ako su A, B i C tri nekolinearne taqke u
X, a A′, B′ i C ′ ǌihove f -slike u Y , onda za svaku taqku D (bilo da pripada X
ili ne), postoji jedinstvena taqka D′, tako da je D′ na istom rastojaǌu od A′, B′

i C ′ na kome je taqka D od A, B i C. Tako, preslikavaǌe f je potpuno odre�eno
qim znamo slike triju nekolinearnih taqaka i mo�e da se smatra izometrijom
iz R2 u R2.

Opisno reqeno, dva ravna geometrijska objekta su podudarna ako je mogu�e
pomerati jednog od ǌih dok se ne poklopi sa drugim. Slede�a fina teorema ka�e
da se to mo�e da uradi u najvixe dva elegantna poteza.

Svaka izometrija f : R2 → R2 je jedno od slede�ih preslikavaǌa:

(I) translacija,

(II) rotacija,

(III) simetrija,

(IV) kompozicija translacije i rotacije,

(V) kompozicija translacije i simetrije.

1 2

3
4

1’

3’

2’

4’

Sl. 11
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Oslaǌaju�i se na qiǌenicu da je izometrija potpuno odre�ena ako se zna
kako se preslikavaju tri nekolinearne taqke, dovoǉno je pokazati da trougao
ABC mo�e da se poklopi sa svojom podudarnom f -slikom A′B′C ′ u najvixe dva
,,elegantna poteza“. Qitalac �e biti zadovoǉan kada to sam uvidi, gledaju�i
crte�e na sl. 11. (Translirani trouglovi 1′ i 3′ se poklapaju sa osenqenim
trouglom pomo�u simetrija u odnosu na nacrtane ose, a trouglovi 2′ i 4′ na-
kon dve oqigledne rotacije. Sluqaj kada su odgovaraju�e stranice dva trougla
paralelne, tretira se skoro na isti naqin.)

Gorǌa teorema je osnova za definisaǌe parova podudarnih objekata koji
imaju istu ili suprotnu orijentaciju. Ako su dva ravna objekta podudarna, a
podudarnost mo�e da se ostvari koriste�i preslikavaǌa pod (I), (II) ili (IV),
onda ka�emo da oni imaju istu orijentaciju. Tri takva para su data sa slici
12.

Sl. 12

Ako se podudarnost neizbe�no ostvaruje korix�eǌem preslikavaǌa (III) ili
(V), onda ka�emo da oni imaju suprotne orijentacije. Tri para suprotno ori-
jentisanih objekata su data na slici 13.

Sl. 13

Slikovito govore�i, dve podudarne figure razliqite orijentacije ne mogu
se poklopiti pomeraǌem u ravni a da se jedna od ǌih ne prevrne. U matemati-
ci, dve razliqite orijentacije se oznaqavaju korix�eǌem izraza ,,pozitivan“ i
,,negativan“. U sluqaju realnih objekata qiji oblici su suprotne orijentacije,
uobiqajeniji izrazi su ,,levi“ i ,,desni“. Parovi vaxih xaka, ruku, nogu, stopa-
la, uxiju, itd. su, kada se poimaju geometrijski, primeri podudarnih objekata
suprotne orijentacije. Stvari kao xto su parovi cipela, rukavica, skija, itd.
su dodatni primeri za to, kao i levi i desni kǉuq, leva i desna vrata, itd.

Veoma je dobro kada se deca uqe da razlikuju dve orijentacije, na primer,
,,desna“ (pravilna) i ,,leva“ (nepravilna) figura xestice na slici 13. Isto
tako, loxe je kada neki nastavnici govore za dve razliqito orijentisane figure
da su razliqite po obliku. Poxto nema izgovora za takve grexke na bilo kom
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nivou nastave, sada se okre�emo pojmu oblika. Ali, prvo, razmotrimo jox jedno
preslikavaǌe ravni na ǌu samu.

4. Homotetija. Ako je data taqka O u ravni i pozitivni realni broj k,
preslikavaǌe f : R2 → R2 koje preslikava taqku A ∈ R2 u taqku A′ koja pripada
polupravoj OA i koja je takva da je odnos du�ina du�i OA′ i OA jednak k, zove
se homotetija ca centrom O i koeficijentom k.

O

B’
A’

A
B

X

kx

Sl. 14

(Iz sliqnosti trouglova OAB i OA′B′ sledi da je d(A′, B′) = kd(A,B).)
Za neki objekat X ⊂ R2, ǌegova homotetiqna slika se oznaqava sa kX, i

kX se mo�e posmatrati kao objekat X koji je u svim pravcima proporcionalno
skra�en (kada je k < 1) ili produ�en (kada je k > 1).

Na veoma sliqan naqin se homotetija definixe u R3, kX opet oznaqava
homotetiqnu sliku objekta X.

Neka su X i Y dva geometrijska objekta. Ako postoji k (k > 0), takvo da je
kX podudarno sa Y (ili 1

kY podudarno sa X), onda se ka�e da su X i Y sliqni
ili da imaju isti euklidski oblik.

Svojstvo koje imaju svi uzajamno sliqni objekti, zove se euklidsko svoj-
stvo. Drugim reqima, neko svojstvo je euklidsko ako se quva pri homotetijama.
Osim nekih, veoma pravilnih, geometrijskih objekata, uglavnom je texko odredi-
ti svojstva koja karakterixu oblik nekog objekta. Tako, oblik objekta se mo�e
smatrati totalitetom svih ǌegovih euklidskih svojstava, a, kao xto znamo, deca
poqiǌu sa geometrijom na holistiqki naqin. Ona prepoznavaju oblike objekata
pre nego xto nauqe da izdvajaju ǌihova svojstva i analiziraju ih.

Primeri objekata koji imaju ista euklidska svojstva, drugim reqima, obje-
kata koji su sliqni, jesu trouglovi sa jednakim uglovima, svi kvadrati, krugovi,
kocke, sfere, itd.

Odnos svih linearnih elemenata dva sliqna objekta je isti broj k, odnos
odgovaraju�ih povrxina je k2, a zapremina k3.

Na kraju, recimo da Euklidska geometrija prouqava i metriqka i euklidska
svojstva, kao xto znamo iz naxih xkolskih lekcija iz geometrije.
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4. Projektivna svojstva

Izgled stvari se meǌa, ali neka od ǌihovih stabilnih, karakteristiqnih
svojstava ostaju nepromeǌena. Zahvaǉuju�i ǌima mo�emo razlikovati vrste
stvari i izgra�ivati svoje vizuelne koncepte, me�u kojima su geometrijski kon-
cepti oni temeǉni. I, dok pogled obezbe�uje osnovu, um proizvodi oblikovani
okvir za stvari koje se vide.

Kada gledamo neki ravan objekat (stranica kǌige, slika na zidu, itd), uvek
pokuxavamo da podesimo svoj vid dr�e�i glavu u polo�aju u kojem su povrxi-

na na kojoj objekat stoji i povrxi-
na mre�ǌaqe pribli�no paralel-
ne. Onda su kopija objekta projek-
tovanog na mre�ǌaqi i sam obje-
kat, kada se poimaju geometrijski,
primeri dveju sliqnih figura, kao
xto pokazuje crte� na sl. 15.

Sl. 15

U takvoj situaciji, objekti se vide s potpunim razlikovaǌem, i ovom naqinu
gledaǌa odgovara prepoznavaǌe svih euklidskih svojstava.

Mnogi objekti stoje u polo�aju u kojem ne mo�emo da ih vidimo na gore
navedeni naqin, i u kojem se dve pomenute ravni seku pod izvesnim uglom. U
zavisnosti od ovog ugla, slika na mre�ǌaqi se priliqno meǌa. S druge stra-
ne, gledaju�i neko qvrsto telo, vidimo delove ǌegove povrxi projektovane na
mre�ǌaqi pod razliqitim uglovima. Na primer, kada se gleda objekat u obliku
kocke i kada se jedna od tri vidiǉive strane projektuje kao kvadrat, druge dve
izgledaju kao da imaju kose uglove.

Dvodimenzionalna slika nekog trodimenzionalnog stvarnog objekta mo�e bi-
ti dovoǉno verna ako proizvodi sliku na mre�ǌaqi koja je pribli�no jednaka
retinalnoj slici samog objekta. Me�utim, problem je kako napraviti takvu sli-
ku, i taj problem se uvek javǉa kada se pokuxava da napravi ovakvo predstavǉaǌe.
Ovde �emo opisati hrix�ansku tradiciju ukraxavaǌa crkvenih zidova sliko-
vitim predstavama prizora iz Biblije, qija je prvenstvena uloga bila da upute
vernike u pitaǌa vere.

Razvijen u doba antike, mozaik je vrsta umetnosti u kojoj se slike prave od
malih delova obojenog kamena i stakla. U vizantijskim crkvama, unutraxǌost
je bogato ukraxavana raznobojnim dizajnima i mozaicima. Najquvenija od ǌih
je bila Sveta Sofija, izgra�ena u Konstantinopoǉu za vreme cara Justinijana
(532–565). Katedrala je tako isplanirana da bude okupana svetlom koje je do-
lazilo preko velike kupole, pedeset metara iznad poda. Kupola se naslaǌa na
qetiri luka koji su poduprti sa qetiri stuba i ova impresivna kamena gra�evina
jox uvek stoji, nakon nekoliko stotina zemǉotresa, a starija je od bilo koje ve-
like hrix�anske gra�evine. Hiǉade kvadratnih metara pozla�enog mozaika na
zasvo�enom plafonu otvaralo je Nebesko carstvo iznad glava vernika. Iako ne
tako grandiozne, mnoge druge crkve su gra�ene po obrascu Svete Sofije.
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Pozla�ena pozadina mozaika ukazuje da ǉudi i objekti postoje u nekim ne-
beskim sferama, a sve figure su vixe simboliqne nego realistiqne. Ova vrsta
umetnosti, sa oqiglednim respektom prema natprirodnom, ima jednu zadivǉuju�u
lepotu, pri qemu je dvodimenzionalnost ǌena uoqǉiva odlika.

Poqetkom desetog veka, freskoslikarstvo je poqelo da zameǌuje mozaike u
ukraxavaǌu unutraxǌih zidova crkava. Slikaǌe freskama je, pre svega, bi-
lo jeftinije, ali je, tako�e, bilo maǌe hieratiqno, jer je dopuxtalo upotre-
bu sredstava kao xto su svetlo i senka,
radi postizaǌa efekta dubine. Jedno,
posebno zanimǉivo, sredstvo u fresko-
slikarstu je bilo predstavǉaǌe kubnih
objekata u kontra-perspektivi, kada da-
ǉe ivice objekata izgledaju ve�e nego
one koje su bli�e, napred.

Sl. 16

Zamisao o kontraperspektivi je predstavǉena na slici 16, a mi usmeravamo
qitaoqevu zainteresovanost na kǌigu [6], gde se mogu videti freske iz crkve
Svetog Klimenta (Ohrid, Makedonija) iz 12-og veka, sa oqiglednom prisutnox�u
kontraperspektive. Kontraperspektiva je tako�e prisutna na freskama vixe srp-
skih sredǌovekovnih manastira.

U 13. i 14. veku, o�ivelo je interesovaǌe za grqku i rimsku kulturu . Umesto
iskǉuqivosti plebejskog hrix�anstva, koegzistencija vere i nauke je pokrenula
dva paralelna puta u tra�eǌu istine. Sveti Toma Akvinski (1225–74) je to
izrazio, rekavxi da je istina vere supra non contra rationem (iznad, a ne na-
suprot razumu). Tako su otvorena vrata za Renesansu, u kojoj je umetnost bila
dokaz upijaǌa svetovnih vrednosti, ujediǌuju�i bo�anske i zemaǉske aspekte
postojaǌa. Umesto u ekstazi sveci su bili slikani u stavu mirne koncentracije,
asketske figure vernika su bile zameǌene �ivotnim, energiqnim telima, kao i
ubedǉivim prikazima porodiqnih scena i pejsa�a.

Obavezani da uqe matematiku, fiziku, arhitekturu, kamenorez, rad sa me-
talom, drvetom, statiku, itd, renesansni umetnici su bili univerzalni umovi,
sposobni da stvaraju divne slike, da konstruixu utvr�eǌa, mostove, palate, cr-
kve, itd. Ovo je uzrokovalo uzdizaǌe umetnosti sa ni�eg, zanatskog statusa na
nivo slobodonih i teorijskih vextina. ǈudi kao Leonardo, Mikelan�elo i Ra-
fael su stekli veliko priznaǌe svojim stvaraǌem, a pojam umetnika kao uqenog
qoveka poqeo je da se uobliqava.

Linearna perspektiva, kao kǉuq za trodimenzionalno sagledavaǌe, bila je
celovito prouqavana od strane renesansnih umetnika i korix�ena kao nova,
mo�na tehnika slikaǌa. Slikar koji je postavio matematiqke principe per-
spektive bio je Pjero dela Franqeska (Piero della Francesca) (1410--92), ko-
ji je, tako�e, bio najboǉi geometar svog vremena, a smatrao je da su euklid-
ski oblici najqistija forma lepote. ǋegova quvena slika, ,,Biqevaǌe Hri-
sta“, reprodukovana je na slici 17 i treba je uporediti sa ,,ravnim“ freskama
da bi se uoqili svi efekti ove nove tehnike oblikovaǌa prostora. (Uzeto sa
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Sl. 17

http://www.wga.hu/html/p/piero/francesc/flagella.html)
Leonardo i drugi renesansni umetnici koristili su perspektivnu rexetku

kao osnovu za prostornu postavku cele slike. Teorija perspektive, iako bez
qvrste matematiqke osnove, uqila se u slikarskim xkolama zajedno sa ostalim
slobodnim umetnostima.

Nemaqki slikar Albreht Direr (Albrecht Dürer) (1471–1528), u nameri da
prenese svojim zemǉacima znaǌa koja je stekao u Italiji, uveo je metode dvodi-
menzionalnog prikazivaǌa objekata, predstavǉaju�i ortogonalne projekcije kri-
vih linija i ǉudskih figura na dve ili tri uzajamno vertikalne ravni. Ovu ide-
ju je u potpunosti razvio francuski matematiqar Gaspar Mon� (Gaspard Monge)
(1746–1818), koji je smatrao geometriju istinom o prostoru i realnom svetu. Sa
matematiqkim radovima franuskog matematiqara �an-Viktora Ponslea (Jean-
Victor Poncelet) (1788–1867), projektivna geometrija je konaqno poprimila oblik
jedne nove matematiqke discipline.

P

A’ X’

A X
�

� ’

Sl. 18
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Qitalac koga zanimaju detaǉi koji se odnose na istoriju projektivne geo-
metrije mo�e da pogleda obimnu kǌigu o istoriji matematike od M. Klajna (M.
Kline) [5].

Uglavnom, kao xto je ve� reqeno, naxe vi�eǌe se formira projektovaǌem
jedne ravni na drugu. Sada �emo tome dati preciznu matematiqku formu.

Ako su date dve ravni, π i π′, i taqka P koja ne pripada nijednoj od ǌih
(vidi sliku 18), za svaku taqku A ∈ π, du� AP seqe ravan π′ u nekoj taqki A′.
Tako se uspostavǉa korespondencija izme�u skupa taqaka π i skupa taqaka π′,
koja se naziva projektovaǌem iz taqke P ravni π na ravan π′. Onda se ka�e
da se taqka A projektuje na taqku A′, ili da je taqka A′ projekcija taqke A. Za
podskup X ravni π, projekcije svih ǌegovih taqaka formiraju podskup X ′ ravni
π′, a X ′ se, tako�e, zove projekcija skupa X, ili se ka�e da se X projektuje
na X ′.

Kad je dan sunqan, vidite drvena debla koja projektuju paralelne senke. Pod
svetlom uliqne svetiǉke, kada bi senke bile produ�ene, one bi se presecale u
osnovi stuba na kojem se nalazi svetiǉka. Ovaj prizor iz naxeg okru�eǌa jasno
pokazuje kako se du�i projektuju.

C’

P

D’

p’
Q

B’
A

C

R

D

p

� ’

�

B

Sl. 19

Sada se vra�amo geometriji i prvo razmatramo projekciju prave. Neka je p
prava koja pripada ravni π. Sve prave koje prolaze kroz neku taqku prave p i
taqku P pripadaju ravni β koja je odre�ena pravom p i taqkom P . Prema tome,
sve taqke prave p se projektuju na taqke prave p′, koja je presek ravni β i π′.

Neka su taqke Q i R preseci ravni π′ i π sa pravim kroz P koje su paralelne
sa π i π′. Na slici 19 se vidi taqka-po-taqka projekcija prave p na pravu p′.
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Drugim reqima, izuzimaju�i krajǌe taqke, zrak RD prave p se projektuje na zrak
QD′ prave p′, odseqak AR na zrak AC ′, a zrak AV na odseqak AQ. Taqka A se
projektuje na samu sebe i nema taqke na p koja bi bila projektovana na Q, niti
ima taqke na p′ na koju bi se projektovalo R.

Da bismo eliminisali ovaj nedostatak, za svaku pravu p se uvodi ǌena bes-
konaqno daleka taqka ∞p. Sa ovakvim taqkama, ∞p se projektuje na Q, a R se
projektuje na ∞p′ .

Prava, zajedno sa svojom beskonaqno dalekom taqkom, zove se projektivna
prava i projekcija jedne takve prave na drugu je jedan-jedan i na preslikavaǌe
ǌihovih taqaka. Da bi se pravila razlika, prava, zajedno sa svojom beskonaqno
dalekom taqkom, bi�e oznaqena sa p∗.

�

� ’

P

Q

p

q

p’

q’

Sl. 20

Projekcije jednog para paralelnih pravih p i q (slika 20) su dve prave p′∗

i q′∗ koje se seku u taqki Q. Obe beskonaqno daleke taqke, ∞p i ∞q, projektuju
se na istu taqku Q. To je razlog xto se ove dve taqke identifikuju i smatraju
jednom istom beskonaqno dalekom taqkom. Prema tome, sve uzajamno paralelne
prave imaju istu bekonaqno daleku taqku i dvama razliqitim sistemima ovakvih
pravih pridru�uju se dve razliqite bekonaqno daleke taqke. Ravan π, zajedno
sa svim bekonaqno dalekim taqkama, zove se projektivna ravan, i mi �emo je
oznaqiti sa π∗.

Projekcija jedne projektivne ravni na drugu je jedan-jedan i na preslikavaǌe
ǌihovih taqaka i kao takvo, to preslikavaǌe ima svoj inverz. Ovo znaqajno svoj-
stvo projektovaǌa je uslovǉeno uvo�eǌem bekonaqno dalekih taqaka i naqinom
na koji se one identifikuju. Tako, projekcija iz taqke ravni π∗ na π′∗, uzeta
kao preslikavaǌe, ima za svoj inverz projekciju iz iste taqke ravni π′∗ na π∗ i,
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kadgod se X ⊂ π∗ projektuje na X ′ ⊂ π′∗, simetriqno posmatrano, X ′ ⊂ π′∗ se
projektuje na X ⊂ π∗.

Da bi se izbegla mogu�a konfuzija uzrokovana upotrebom analognih termi-
na, prava p i ravan π, uzete u svom uobiqajenom znaqeǌu, zva�e se euklidska
prava i euklidska ravan, dok �e se, sa dodeǉenim beskonaqno dalekim taqkama,
p∗ i π∗, zvati projektivna prava i projektivna ravan. Zapazimo da, ako su p i
q paralelne euklidske prave, ǌihove korespondentne projektivne prave p∗ i q∗

se seku u istoj taqki u beskonaqnosti (jer ∞p = ∞q). Prema tome, svake dve
projektivne prave se seku i tako ne postoji pojam paralelnosti u projektivnoj
geometriji.

Da upotpunimo ovo izlagaǌe, razmotri�emo jox paralelno projektovaǌe.
Neka su π i π′ dve ravni, a p je prava koja nije paralelna ni sa π, ni sa π′.
Tada p odre�uje sistem paralelnih pravih u prostoru, od kojih svaka seqe π u
taqki A, a π′ u taqki A′. Ovo pridru�ivaǌe taqaka dve ravni se zove paralelna
projekcija du� prave p. Poxto se sve prave sistema koji je odre�en sa p seku
u istoj taqki ∞p, ovo pridru�ivaǌe se, tako�e, zove projekcija iz taqke ∞p,
ravni π, na ravan π′.

Sada smo u mogu�nosti da ka�emo da se neko svojstvo ravnog objekta X,
saquvano nakon proizvoǉnog broja projekcija, zove projektivno svojstvo.

Na slici 20 vidimo (osenqeni delovi) kako se jedan pravougaonik projektuje
na qetvorougao koji ima kose uglove i kako se par paralelnih pravih projektuje
na par pravih koje se seku. Euklidska svojstva para pravih da su paralelna,
figura da su kvadrat, pravougaonik, paralelogram, itd, uopxte, mere uglova ne
quvaju se pri projekcijama i, prema tome, one nisu projektivna svojstva.

Sada �emo navesti jedan broj projektivnih svojstava. Poxto je projekcija je-
dne prave opet prava, vidimo da svojstvo ,,biti prava“ jeste projektivno svojstvo.
Kada tri ili vixe taqaka pripadaju istoj pravoj, onda se one zovu kolinearne.
Svojstvo tri ili vixe taqaka da budu kolinearne je, tako�e, projektivno svoj-
stvo. Kada se tri ili vixe pravih seku u istoj taqki, one se zovu konkurentne.
Svojstvo tri ili vixe pravih da budu konkurentne je opet projektivno svojstvo.

Ako je linija l zakrivǉena, ǌena projekcija l′ �e tako�e biti zakrivǉena.
Zaista, kad bi l′ bila prava, onda bi se inverznom projekcijom na l dobila prava
linija l, xto je suprotno pretpostavci. Tako, svojstvo jedne linije da bude
zakrivǉena je projektivno svojstvo. Pravo i zakrivǉeno su osnovni vizuelni
pojmovi. Predxkolska deca lako razlikuju materijalne objekte na osnovu ovih
svojstava, kao xto xkolska deca lakxe razlikuju prave od krivih linija nego
xto prave razliku na osnovu euklidskih ili metriqkih svojstava.

Svojstvo jedne linije da bude cik-cak, ili figure da bude trougao, qetvo-
rougao, itd, tako�e je projektivno svojstvo.

Geometrijski, polo�aj tri objekta se predstavǉa kao konfiguracija koja se
sastoji od tri taqke. Kada su objekti poravnati, ove tri taqke su kolinearne.
Onda se za jedan od objekata ili za jednu od taqaka ka�e da je izme�u druge
dve. Prema tome, vidimo da su trojke kolinearnih taqaka i znaqeǌe predloga
,,izme�u“ logiqki povezani. Poxto qesto vidimo neke tipove ve�bi osmixǉenih
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da upute decu da pravilno koriste ovaj predlog, obrati�emo posebnu pa�ǌu na
ovaj prostorni odnos.

Razmotrimo dve trojke kolinearnih taqaka A,B,C i A′, B′, C ′. Pokaza�emo
kako, pomo�u dve projekcije, trojka A,B,C mo�e da se preslika na trojku A′,
B′, C ′. Neka je p prava koja sadr�i taqke A,B,C, a neka je q prava koja sadr�i
A′, B′, C ′. Nacrtajmo pravu r kroz taqku A′, paralelnu sa p (slika 21). Prvo se
trojka A,B,C paralelno projektuje du� prave AA′ na trojku A′, B1, C1. Neka je
P taqka preseka pravih B′B1 i C ′C1. Onda, projekcijom iz P , trojka A′, B1, C1

se preslikava na trojku A′, B′, C ′.

P

A’

A

B

C

p

r
q

C’

C1

B1

B’

A’

B’

C’

C
A

B

Sl. 21 Sl. 22

Poxto dve proizvoǉne trojke kolinearnih taqaka mogu da se preslikavaju je-
dna na drugu, vidimo da pri projekcijama nisu saquvani ni udaǉenost taqaka, ni
odnosi du�ina du�i. Tako, vidimo da metriqko (udaǉenost taqaka) i euklidsko
(odnos du�ina) svojstvo nisu projektivna svojstva. Me�utim, svojstvo taqaka
kolinearne trojke da je jedna od ǌih izme�u druge dve quva se pri projekcijama,
tako je ovaj odnos projektivno svojstvo kolinearnih trojki.

Najzad, uoqimo da ako je neko svojstvo oquvano pri svim projekcijama, ono
je, naravno, oquvano pri onima od ǌih u kojima su dve ravni paralelne. Ovo
znaqi da je svako projektivno svojstvo ujedno i euklidsko svojstvo (i metriqko),
ali, kao xto je pokazano kroz nekoliko primera, obratno nije taqno.

Na kraju, kao tvr�eǌe tipiqno za projektivnu geometriju, formulixemo De-
zargovu (Desargue) teoremu. Neka su ABC i A′B′C ′ dva trougla. Ako su prave
AA′, BB′ i CC ′ konkurentne, onda preseci parova pravih AB, A′B′; AC, A′C ′

i BC, B′C ′ jesu kolinearne taqke (vidi sliku 22).
Kada temena dva trougla pripadaju ivicama triedra, preseci parova pravih

pripadaju pravoj na kojoj se presecaju ravni koje su odre�ene povrxima ta dva
trougla, xto je lako videti. Ali, kada dva trougla pripadaju istoj ravni, dokaz
je nexto suptilniji.
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5. Topoloxka svojstva
Smatram da kognitivne opera-

cije koje nazivamo mixǉeǌe ni-
su privilegija mentalnih proce-
sa iznad i izvan percepcije, ve�
su suxtinski sastojci same per-
cepcije.

R. Arnhajm (R. Arnheim)

Na jedan qisto deskriptivan naqin, topologija se mo�e opisati kao geo-
metrija plastiqnih deformacija. Kada se jedan geometrijski objekat zamixǉa
napravǉenim od idealno plastiqne materije, i kada je dozvoǉeno da se on pro-
du�ava, proxiruje - raste�e u svim pravcima, ili da se smaǌuje - sa�imaǌem u
svim pravcima, onda se za taj objekat ka�e da se plastiqno deformixe. Opxtije,
jedan deo objekta mo�e da se raste�e, a istovremeno neki drugi deo mo�e da se
sa�ima. Da bi ovaj opis bio potpun, recimo da nije dozvoǉeno se�i objekat na
komade, ili dozvoliti da se ǌegovi delovi preklapaju. Tako�e, nije dozvoǉeno
praviti u ǌemu rupe.

Kada se, kao rezultat plastiqne deformacije, od jednog objekta napravi dru-
gi, onda se za ta dva objekta ka�e da su topoloxki ekvivalentni. Pri tom,
svojstvo koje se quva pri plastiqnoj deformaciji zove se topoloxko svojstvo.
Tako, dva topoloxki ekvivalentna objekta imaju isti skup topoloxkih svojstava.

Sada dajemo nekoliko primera topoloxki ekvivalentnih objekata.
1. Neka je [0, 1] = {x : 0 < x < 1 } jediniqni interval. Polaze�i od ovog

intervala i deformixu�i ga, mo�emo dobiti slede�i niz linija:

, , , , , ...

Sl. 23

Svake dve od ovih linija su topoloxki ekvivalentne i jedna mo�e da se do-
bije od druge pomo�u plastiqne deformacije. Svaka od ǌih predstavǉa jednu te
istu stvar - topoloxki luk. Me�u ǌima, interval ima ,,najlepxi“ geometrij-
ski oblik, xto nije neko bitno topoloxko svojstvo, poxto vidimo da se oblik
nekog objekta znatno izobliqava plastiqnom deformacijom.

2. Neka je S1 = { (x, y) : x2 + y2 = 1 } jediniqni krug. ǋegovom deformaci-
jom mo�e da se dobije niz razliqitih linija:

, , , , , , , ...

Sl. 24

One su sve topoloxki ekvivalentne i predstavǉaju jednu te istu stvar -
topoloxki krug. Geometrijski krug i jednakostrani trougao su ,,najlepxi“
oblici me�u ǌima.
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3. Neka je D = { (x, y) : x2 + y2 � 1 } jediniqni disk. Deformixu�i ga na
razliqite naqine dobijamo niz povrxi:

, , , , , , ...

Sl. 25

Svaka od ovih povrxi topoloxki predstavǉa jednu te istu stvar - topolo-
xki disk.

4. Neka je C = { (x, y, z) : x2 + y2 = 1 i 0 � x � 1 } (xupǉi) cilindar.
Omotaq zarubǉene kupe, prsten, qetvorougao sa okruglom ili kvadratnom ru-
pom, itd, jesu objekti koji se mogu dobiti iz cilindra pomo�u odgovaraju�ih
deformacija.

, , , , , ...

Sl. 26

5. Neka je S2 = { (x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1 } jediniqna sfera. ǋenim raz-
liqitim deformacijama dobijaju se objekti kao xto su povrxi kocke, piramide,
vaǉka itd.

, , , , ...

Sl. 27

Formalno, dva geometijska objekta, A i B, su topoloxki ekvivalentna ako
postoji preslikavaǌe f : A → B koje zadovoǉava uslove:

1) f je 1-1 i na,
2) i f i f−1 su neprekidni.
Takvo preslikavaǌe f se zove homeomorfizam, i dva objekta, A i B, se

tada zovu homeomorfnim, xto se oznaqava pomo�u A ≈ B. Lako je videti da
je ,,≈“ relacija ekvivalencije na skupu geometrijskih objekata. (f−1 je tako�e
homeomorfizam, a isto je i kompozicija g◦f dva homeomorfizma f i g).

Sada dajemo nekoliko primera homeomorfizama.
6. Neka su (a, b) i (c, d) bilo koja dva otvorena intervala. Preslikavaǌe

f : (a, b) → (c, d) dato sa

f(x) = c +
d − c

b − a
(x − a)
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c

d

a b

a) b)

���� ���

Sl. 28

je homeomorfizam (slika 28,a). Na taj naqin, bilo koja dva otvorena intervala
su homeomorfna (topoloxki ekvivalentna).

Preslikavaǌe f : (−π/2, π/2) → R, dato sa f(x) = tg x, jeste homeomorfi-
zam (arctg x je neprekidna). Tako, vidimo da je realna prava R homeomorfna sa
svakim otvorenim intervalom.

7. Preslikavaǌe

f(t) =
{

(1 − 2t, 0), t ∈ [0, 1/2],
(0, 2t − 1), t ∈ [1/2, 1],

jeste homeomorfizam jediniqnog intervala [0, 1] i ,,L“ linije (slika 29).

f (0,1)

(1,0)
0 1

Sl. 29

8. Preslikavaǌe f : (0, 1) → S1 \ {(1, 0)}, dato sa f(t) = (cos 2πt, sin 2πt),
jeste homeomorfizam. Tako vidimo da je krug bez taqke homeomorfan otvorenom
intervalu (sl. 30).

9. Uzimaju�i za domen poluzatvoreni interval [0, 1), a za kodomen krug S1,
formula f(t) = (cos 2πt, sin 2πt) odre�uje preslikavaǌe f koje je 1-1 i na, nepre-
kidno, ali ǌegov inverz f−1 nije neprekidan. Zaista, neka je (An) niz taqaka
u S1 koji konvergira taqki (1, 0), kao xto je prikazano na slici 31. Inverzne
slike A′

n = f−1(An), n = 1, 2, . . . , se rasipaju i niz (A′
n) ne konvergira taqki 0.
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f

0 1

Sl. 30
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Sl. 31

Kasnije �emo videti da nema preslikavaǌa intervala [0, 1) na krug S1 koje
je homeomorfizam.

Izla�u�i topoloxka svojstva geometrijskih objekata, dosledno �emo po-
kuxavati da izbegavamo matematiqki formalizam, radije koriste�i opa�ajnu
osnovu topoloxkog rezonovaǌa. Jedan broj primera koje smo upravo razmotrili
slu�i da ubedi qitaoca da postoji i jedan formalan, a time i rigorozniji naqin
izlagaǌa.

Pri opa�aǌu, mnogi objekti iz spoǉaxǌeg sveta ne samo da se kre�u, ve� i
savijaju, uvr�u, okre�u, xire, skupǉaju, itd. Izdvajaǌe onog trajnog i ǌegovo
razlikovaǌe od promenǉivog znaqi prepoznavaǌe topoloxkih svojstava takvih
objekata. Formalno, neko svojstvo je topoloxko ako se quva pri homeomorfizmi-
ma.

Kada se ne seqe i ne cepa, objekat ostaje celina i to je osnovno topoloxko
svojstvo. Topoloxki luk se uzima kao prototip ove celovitosti, koja se formalno
izra�ava tako xto se ka�e da su lukovi povezani objekti. Kao daǉǌi korak u
uopxtavaǌu, za geometrijski objekat se ka�e da je (lukovima) povezan ako za
bilo koji par ǌegovih razliqitih taqaka postoji luk koji ih spaja i koji je
sadr�an u tom objektu.

Na primer, objekti na slici 32 su povezani, dok oni na slici 33 to nisu
(dva trougla postavǉena jedan pored drugog, prsten sa ukloǌenim taqkama na
osi simetrije, broj 8 sa ukloǌenom taqkom preseka).

Prilikom deformacije, luk koji povezuje dve taqke se deformixe u lukove
koji povezuju iste taqke. Pri homeomorfizmima, slika luka koji povezuje dve
taqke je opet luk koji povezuje ǌihove slike. Prema tome, svojstvo objekta da
bude povezan jeste topoloxko svojstvo.
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, ,

Sl. 32

, ,

Sl. 33

Da bismo dokazali da su dva objekta homeomorfna, moramo da na�emo ho-
meomorfizam. Da bismo dokazali da su oni topoloxki razliqiti, moramo na�i
topoloxko svojstvo koje jedan od objekata ima, a drugi nema. ,,Dobri“ objekti su
uvek povezani i, prema tome, ovo svojstvo ne poma�e u velikoj meri razlikovaǌu.
Me�utim, postoji izvestan broj svojstava koja su efikasnija za razlikovaǌe.

Za taqku A geometrijskog objekta X se ka�e da je razbijaju�a ako, kada se ona
ukloni, objekat X \ {A} nije povezan. Tada se X \ {A} raspada na izvestan broj
povezanih delova. Brojevi razbijaju�ih i nerazbijaju�ih taqaka su topoloxka
svojstva. Kada je taqka A razbijaju�a, a broj povezanih
delova objekta X \{A} je m, onda se ka�e da A razbija
X na m delova, xto je opet jedno topoloxko svojstvo.
Na primer, taqka granaǌa ,,F“ linije (sl. 34) razbija
je na 3 dela, tri krajǌe taqke nisu razbijaju�e, a sve
ostale taqke je razbijaju na 2 dela.

Sl. 34

10. Sve taqke x, 0 < x < 1, intervala [0, 1) su razbijaju�e, dok krug S1

nema razbijaju�ih taqaka. Odatle sledi da [0, 1) i S1 nisu topoloxki ekviva-
lentni i, prema tome, nema preslikavaǌa izme�u ova dva objekta koje bi bilo
homeomorfizam.

Svi qlanovi slede�eg niza slova:

, , , ,

Sl. 35

su topoloxki razliqiti. Zaista, svako od ǌih ima jedno topoloxko svojstvo koje
ne deli sa ostalima. Prate�i redosled po kojem slova stoje, takva svojstva su:
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– ,,O“ linija nema razbijaju�u taqku (sve ǌene taqke su nerazbijaju�e),
– linije ,,I“, ,,T“, ,,X“, imaju 2, 3 i 4 nerazbijaju�e taqke, respektivno,
– ,,X“ linija ima taqku koja je razbija na 4 dela, a ,,H“ linija nema.
Poxto ima 4 nerazbijaju�e taqke, ,,H“ linija je tako�e razliqita od prve

tri linije.
11. Dve linije na sl. 36 nemaju razbijaju�ih taqaka. Analogno sluqaju sa

razbijaju�om taqkom, ograniqeni skup taqaka, koji razbija objekat na izvestan
broj delova, tako�e mo�e da se upotrebi za
topoloxko razlikovaǌe. Tako, prva lini-
ja ima skup od 2 taqke koji je razbija na 3
dela, dok druga nema. Ovaj primer bi mo-
gao da inspirixe zainteresovanog qitaoca
da uradi nekoliko sliqnih topoloxkih po-
re�eǌa linija.

,

Sl. 36

Sada �emo navesti jedan broj svojstava geometrijskih objekata koja su po
prirodi topoloxka i koja se pojavǉuju qak na prvom stupǌu izuqavaǌa geome-
trije.

Gledaju�i na jednu liniju lokalno, to jest, posmatraju�i je samo u malim
okolinama ǌenih taqaka, ta linija se prote�e samo u jednom pravcu. Kada se
gleda lokalno, povrx se prote�e u dva pravca, a neko qvrsto telo u tri pravca.
Broj pravaca u kojima se geometrijski objekat lokalno prote�e je jedna vizuelna
osnova na kojoj se bazira topoloxki pojam dimenzije.

U topologiji, linija je jednodimenzionalan, povrx je dvodimenzionalan, a
geometrijsko telo je trodimenzionalan objekat. Pri deformisaǌu linija ostaje
linija, povrx ostaje povrx, a telo ostaje telo. Na taj naqin, svojstva geometrij-
skog objekta da bude linija, povrx, ili qvrsto telo, jesu topoloxka svojstva.

Kao xto smo ve� videli, topoloxki luk i topoloxki krug su topoloxki
razliqiti objekti. Na osnovnom stupǌu xkolske geometrije oni se zovu otvorena
i zatvorena kriva, i predstavǉaju qisto topoloxke pojmove.

Biti krajǌa taqka neke linije (to jest, nerazbijaju�a taqka) opet je topo-
loxko svojstvo.

Zatvorena kriva deli ravan na dve oblasti, jednu unutar i drugu izvan
te krive. Ovo va�no topoloxko svojstvo zatvorenih krivih, koje oko razaznaje
jednim pogledom, priliqno je texko za matematiqko dokazivaǌe. Za odnos taqke i
zatvorene krive postoje tri mogu�nosti - taqka mo�e biti u, na ili van zatvorene
krive. Tako, vidimo da je znaqeǌe predloga ,,u“, ,,na“ i ,,van“ tako�e topoloxko.

Kada ka�emo da je jedna taqka izme�u druge dve, mi zamixǉamo da su te taqke
kolinearne i takav pojam je projektivan. Me�utim, kada imamo konfiguraciju -
otvorena linija sa tri taqke na ǌoj, onda je jedna od taqaka izme�u druge dve,
xto daje ovom odnosu xiri smisao nego u prethodnom sluqaju. Poxto se takav
odnos ne meǌa pri deformacijama, on je po prirodi topoloxki.
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Uoqite da su broj taqaka preseka dveju linija i granice geometrijskih obje-
kata dodatni primeri topoloxkih pojmova. Sigurni smo da �e zainteresovani
qitalac na�i jox topoloxkih svojstava i pojmova koji su ukǉuqeni u gradivo
xkolske geometrije.

Zavrximo ovo izlagaǌe zapa�aǌem koje pokazuje hijerarhiju svih vrsta raz-
matranih svojstava. Projekcija je homeomorfizam jedne ravni na drugu. Tako,
projekcije quvaju sva topoloxka svojstva, ili, drugim reqima, svako topoloxko
svojstvo nekog objekta je ujedno ǌegovo projektivno svojstvo. I, kao xto smo ve�
videli, projektivna svojstva su euklidska, a euklidska su metriqka.

7. Ojler-Poenkareova karakteristika

Ako vas je sadr�aj prethodnog odeǉka zainteresovao, onda �ete sigurno
u�ivati i u qitaǌu ovoga. Ovde izla�emo jedno fascinantno topoloxko svoj-
stvo koje se izra�ava brojevima i koje nam poma�e da topoloxki razlikujemo
jedan objekat od drugoga kada su ti objekti slo�eniji od linija. Ideja ima svoje
korene u jednom svojstvu poliedarskih povrxi koje verovatno znate iz xkolske
geometrije. Naime, kada posmatramo povrxi poliedara, kao xto su piramida
ili prizma (sl. 37) i kada formiramo alternativni zbir:

v − e + f,

gde v oznaqava broj temena, e oznaqava broj ivica, a f oznaqava broj strana, onda
je u svakom od ovih sluqajeva rezultat broj 2. Zaista,

a) b) c) d)

Sl. 37

a) 4 − 6 + 4 = 2, b) 5 − 8 + 5 = 2, c) 8 − 12 + 6 = 2, d) 6 − 9 + 5 = 2.

U opxtem sluqaju poliedarske povrxi koja je topoloxka sfera, va�i jednakost
v− e+ f = 2. Ova qiǌenica je verovatno bila poznata u antiqko doba, ali u sa-
vremenoj geometriji ona je poznata kao Ojlerova teorema (po velikom klasiqnom
matematiqaru Leonardu Ojleru (Leonhard Euler) (1707–1783)).

Jedna dalekose�na generalizacija Ojlerove teoreme se dobija kada se ova-
kvi alternativni zbirovi formiraju za vixedimenzionalne poliedre i posebno,
kada se doka�e da brojevi, koji se dobijaju na taj naqin, jesu topoloxka svoj-
stva samih geometrijskih objekata, koji postoje nezavisno od naqina na koje se
oni predstavǉaju kao poliedri. Ovakvi brojevi se zovu Ojler-Poenkareove ka-
rakteristike, a pomenutu generalizaciju je izvrxio veliki matematiqar Anri
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Poenkare (Henri Poincare) (1854–1912), koji se, tako�e, smatra osnivaqem topo-
logije kao nezavisne grane matematike.

Na primer, topoloxki krug S1 mo�e da se razliqito predstavi kao poligo-
nalna linija:

, , , ...

Sl. 38

a svi zbirovi oblika v − e:

3 − 3 = 0, 4 − 4 = 0, 6 − 6 = 0, . . .

daju broj 0 kao topoloxko svojstvo kruga S1. Kada se topoloxki disk predstavi
kao trougao, qetvorougao, xestougao, . . . , odgovaraju�i zbir v − e + f �e biti:

3 − 3 + 1 = 1, 4 − 4 + 1 = 1, 6 − 6 + 1 = 1, . . .

a broj 1 je topoloxko svojstvo diska. Na osnovu ovog svojstva, krug i disk su
topoloxki razliqiti objekti.

Nastavǉaju�i daǉe, izlo�i�emo jedan metod izraqunavaǌa Ojler-Poenka-
reove karakteristike, koji je jednostavniji od onoga koji je ve� korix�en za
poliedarske povrxi. Ne�emo pokuxavati da doka�emo da su ove karakteristike
topoloxka svojstva, poxto takav dokaz zahteva veoma slo�ene tehnike.

Sada poqiǌemo sa opisom tog metoda, korak po korak. Ako oznaqimo jedan
geometrijski objekat sa X, ǌegova Ojler-Poenkareova karakteristika �e biti
oznaqena sa χ(X).

Kada je X jedna taqka, χ(X) = 1 (samo jedno teme). Kada se X sastoji od
n taqaka, onda je χ(X) = n i, opxtije, kada se objekti Xi, i = 1, . . . , n ne seku,
onda

χ
(⋃

Xi

)
= χ(X1) + · · · + χ(Xn).

Da bismo izraqunali χ(X) kada je X linija, takav objekat mora da se po-
smatra raslojen u fibre, koje su konaqni skupovi taqaka. Na slici 39 vidimo
jedan topoloxki luk i topoloxki krug tako raslojene.

a) b)

Sl. 39
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U sluqaju a) fibre su: f0 – jedna taqka, f1 – teku�e dve taqke, f2 – dve taqke,
f3 – teku�a jedna taqka, f4 – dve taqke, f5 – teku�e dve taqke i f6 – jedna taqka.
Onda se χ(X) izraqunava na ovaj naqin:

χ(X) = χ(f0) − χ(f1) + χ(f2) − χ(f3) + χ(f4) − χ(f5) + χ(f6)
= 1 − 2 + 2 − 1 + 2 − 2 + 1 = 1.

U sluqaju b) fibre su (gledaju�i odozdo nagore): f0 – jedna taqka, f1 – teku�e
dve taqke, f2 – tri taqke, f3 – teku�e qetiri taqke, f4 – tri taqke, f5 – teku�e
dve taqke i f6 – jedna taqka. Onda, kao pre

χ(X) = 1 − 2 + 3 − 4 + 3 − 2 + 1 = 0.

Prvo imamo poqetnu fibru f0, onda teku�e fibre f1, koje su sve topoloxki
ekvivalentne jedna drugoj, onda fibru f2, koja je topoloxki razliqita od f1

(sluqaj b) ili, teku�e fibre f3 koje su topoloxki razliqite od f2 (sluqaj a) i
tako daǉe.

Koriste�i jezik gextalt psihologije, dva objekta na slici 39 su ,,loxi“
oblici. Odgovaraju�i ,,dobri“ oblici se vide na slede�oj slici, gde je i izra-
qunavaǌe lakxe.

a) b)

Sl. 40

Sluqaj a): χ(X) = 1 − 1 + 1 = 1, sluqaj b): χ(X) = 1 − 2 + 1 = 0. Dva
,,loxa“ oblika su namerno uzeta za objaxǌeǌe naqina na koji se objekat rastavǉa
na fibre, kao i da demonstrira nezavisnost ovog topoloxkog svojstva od oblika
objekata.

Poznato je da deca lako poistove�uju jako izobliqen disk koji ima, recimo,
dve rupe, sa ,,dobrim“ (slika 41), shvataju�i broj rupa kao zajedniqko svojstvo.
Sada �emo pokazati da broj rupa zaista jeste jedno topoloxko svojstvoe, ali,
umesto ,,loxih“, koristi�emo ,,dobre“ oblike.

Sl. 41
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1. Razmotrimo disk, disk sa jednom, kao i disk sa dve rupe.

a) b) c)

Sl. 42

a) χ(X) = 1 − 1 + 1 = 1, b) χ(X) = 1 − 1 + 1 − 2 + 1 − 1 + 1 = 0,
c) χ(X) = 1 − 1 + 1 − 3 + 1 − 1 + 1 = −1.

Predla�emo qitaocu da doka�e da, kada je X disk sa n rupa, onda χ(X) =
−n + 1.

2. Rezultati dobijeni u ovom primeru �e biti korix�eni u primeru koji
sledi nakon ǌega. Ovde razmatramo dva, tri, . . . kruga koji se dodiruju, kao
xto je prikazano na slici 43.

a) b) c)

Sl. 43

a) χ(X) = 0, b) χ(X) = 2− 4 + 3− 4 + 2 = −1, c) χ(X) = 3− 6 + 4− 6 + 3 = −2

Opet predla�emo qitaocu da doka�e da, kada je X linija koja se sastoji
od n krugova koji se dodiruju na naqin koji je prikazan na slici 43, onda je
χ(X) = 1 − n.

3. Povrxi koje sada posmatramo su sfera, sfera sa jednom rupom (tako�e se
zove torus), sfera sa dve rupe, . . . Razlagaǌe u fibre dobija se presecaǌem sa
familijom paralelnih ravni (slika 44).

a) b) c)

Sl. 44

a) χ(X) = 1 − 0 + 1 = 2, b) χ(X) = 1 − 0 + (−1) − 0 + (−1) − 0 + 1 = 0
c) χ(X) = 1 − 0 + (−2) − 0 − (−2) − 0 + 1 = −2, . . .
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Predla�emo qitaocu da doka�e da, kada je X sfera sa n rupa, onda je χ(X) =
2 − 2n.

U sluqaju ovih povrxi, ponovo vidimo da je broj rupa jedno znaqajno topo-
loxko svojstvo.

Sl. 45a Sl. 45b

Zavrxavamo ovo izlagaǌe sa nekoliko zapa�aǌa. Neke povrxi imaju linije
kao granice: polusfera ima krug, cilindar ima dva kruga, itd. Sfere i sfere
sa izvesnim brojem rupa nemaju granicu. Zanimǉivo je znati da nema drugih
orijentabilnih povrxi bez granice koje bi bile topoloxki razliqite od sfere
i sfere sa rupama. Neka povrx je orijentabilna ako je dvostrana – u sluqaju
da je bez granice, ima jednu unutraxǌu i jednu spoǉaxǌu stranu, a ako je sa
granicom, onda putaǌa od jedne do druge strane mora da ide preko te granice.
Me�utim, postoje povrxi koje su jednostrane. Jedan veoma popularan primer
jeste Mebijusov list (slika 45,a)), qiji papirni model je lako napraviti kada
se pravougli papirni list prvo uvije, a onda se dve suprotne ivice zalepe. Drugi
primer se vidi na slici 45,b) – pravougaoni papir sa dve rupe se prvo savije, a
onda se dva kraja cevqice nalepe na otvor rupa.

Ako ste zainteresovani da znate vixe o projektivnoj geometriji ili topo-
logiji, upu�ujemo vas na odliqnu kǌigu Kuranta i Robinsa [3].
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