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JOX JEDNOM O PELOVOJ JEDNAQINI

O Pelovoj jednaqini� kako se tradicionalno� mada pogrexno zove diofant�
ska jednaqina

x� � dy� � �� d nije potpun kvadrat�

mnogo je pisano� No� tekstovi name�eni uqenicima najqex�e ne dotiqu glavni
problem � egzistenciju rexe�a� ve� se uglavnom bave jednostavnijim zadatkom �
odre�iva�em preostalih �beskonaqno mnogo	 rexe�a kada je jedno �obiqno naj�
ma�e	 ve� odre�eno� S druge strane� tekstovi name�eni struq�acima se ve�
odavno bave problemima sasvim druge vrste � raqunarskim odre�iva�em rexe�
�a i brzinom koja se pri tom mo
e posti�i� Zato smatramo da jox jedan qlanak
o ovoj� za istorijat teorije brojeva veoma znaqajnoj jednaqini mo
e biti inte�
resantan mnogima koji su o �oj quli dosta� ali verovatno uglavnom nepotpuno�

�� Istorijat problema

Neki specijalni primeri Pelove jednaqine pojav�uju se jox u starogrq�
ko doba� O jednom takvom primeru bi�e i vixe reqi u ovom qlanku� Metode
rexava�a takvih jednaqina razvijali su indijski matematiqari Brahmagupta
�Brahmagupta� ����oko ��		 i Baskara �Bhaskara� ���
�����	�

U modernu matematiku jednaqine ovakvog tipa uveo je Ferma �P� Fermat�
��	������	� tako xto je u jednom pismu engleskim matematiqarima uputio ��iza�
zov� rexava�a pomenutog problema� On se u tom pismu najpre ��
ali� kako se
me�u matematiqarima aritmetiqkim problemima pokla�a premalo pa
�e �ve�
se rexavaju prete
no geometrijski� pa se i aritmetika tretira geometrijski	�
a zatim zadaje da se doka
e slede�e tvr�e�e�

Za proizvo�an dati broj koji nije kvadrat postoji beskonaqno mno�
go kvadrata� takvih da ako se takav kvadrat pomno
i datim brojem i
proizvodu doda jedinica� rezultat je ponovo kvadrat�

Drugim reqima� on tvrdi da ako prirodan broj d nije potpun kvadrat� tada
jednaqina

dy� � � � x�

ima beskonaqno mnogo celobrojnih rexe�a�
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Problem su pokuxali da rexe engleski matematiqari Braunker �W� Bro�
uncker� ��	����
	 i Uolis �J� Wallis� �������	�	� U prvoj varijanti oni su
��prevideli� uslov da se rexe�e tra
i u celim brojevima� ve� su jednaqinu
rexili za racionalne x i y

x �
dn� �m�

dn� �m�
� y �

mn

dn� �m�
� m� n � N�

Ferma je odgovorio da on nikad ne bi postavio tako smexno lak zadatak� Englezi
su se 
alili da on naknadno me�a uslove zadatka� ali su ipak posle izvesnog
vremena poslali novo rexe�e� koje je u suxtini bilo isto kao i rexe�e Baskare�
Me�utim� Ferma ni ovaj put nije bio zadovo�an� jer je tvrdio �s pravom	 da
ponu�eni metod rexava�a doduxe dovodi do rexe�a� ali samo ako se unapred
pretpostavi da rexe�e postoji� Pri tom je tvrdio da on zna dokaz egzistencije
rexe�a i da ga je izveo metodom ��beskonaqnog sma�iva�a� koji je koristio i
u nekim drugim situacijama� Me�utim� taj dokaz� kao ni ve�inu drugih svojih
dokaza nikad nije objavio�

Ojler �L� Euler� ��	������	 je� prouqavaju�i Fermaovu zaostavxtinu� nai�
xao i na prepisku vezanu za navedeni problem i zainteresovao se za �ega� Iz
nekog razloga on je pogrexno smatrao da je u rexava�u uqestvovao jedan drugi
engleski matematiqar� Pel �J� Pell� ���	�����	� te je jednaqinu nazvao po �emu�
S obzirom na Ojlerov autoritet� taj naziv se zadr
ao i svi kasniji pokuxaji da
se jednaqini da korektniji naziv nisu uspeli� Tako �emo se i mi u ovom qlanku
dr
ati tradicionalne varijante imena Pelove jednaqine�

Sam Ojler je u svojim radovima opisao algoritam za nala
e�e rexe�a
Pelove jednaqine� ali qak ni on nije naveo dokaz da taj algoritam uvek dovodi
do rexe�a� Prvi dokaz je ����� godine objavio Lagran
 �J� L� Lagrange� �����
����	� Dokaz je izveden korix�e�em veri
nih razlomaka i taj metod je i do
danas ostao najpoznatiji� Postoje� me�utim� i drugi dokazi� od kojih �e o jednom
biti reqi u ovom qlanku�

S taqke gledixta teorijskog matematiqara� kada se doka
e da neki problem
ima rexe�e� i jox se na�e algoritam kako se do tog rexe�a dolazi� problem pre�
staje da bude interesantan� Me�utim� u ovom sluqaju ima jox mnogo izazova koje
postav�a rexava�e Pelove jednaqine� a neki od �ih bi mogli biti interesant�
ni i ��najtvr�im� teoretiqarima� Naime� qak i za relativno male brojeve d�
rexe�a� qak i najma�a� naxe jednaqine mogu biti priliqno velika� Pogotovo
je to tako ako je i s�amo d veliki broj� To postav�a problem nala
e�a xto
efikasnijeg algoritma rexava�a koji bi u xto kra�em �raqunarskom	 vremenu
doveo do rexe�a� kao i procene brzine takvog algoritma� Sa mnogim �nekim jox
nerexenim	 aspektima ovog problema zainteresovani qitalac mo
e da se upozna
u veoma interesantnom qlanku ����

Da bismo ilustrovali mogu�u veliqinu brojeva koji se pojav�uju pri re�
xava�u Pelove jednaqine� u narednom ode�ku �emo� tako�e slede�i qlanak ����
u kratkim crtama opisati dobro poznati ��Arhimedov problem o govedima�� koji
predstav�a jedan od prvih primera jednaqine ovakvog oblika�
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�� Arhimedov problem o govedima

Nemaqki istra
ivaq Lesing �Lessing� �������	 je pronaxao i ����� godine
objavio papirus za koji se smatra da sadr
i Arhimedovo �Arhimed� �������
p�n�e	 pismo Eratostenu iz Kirene �Eratosten� oko ������� p�n�e	� U pismu se�
u stihovima� govori o tome da je bog Sunce na Siciliji imao krdo goveda� Pri
tom su goveda bila od qetiri razliqite vrste � bela� crna� xarena i sme�a
� i� naravno� u svakoj vrsti bilo je i krava i volova� U da�em tekstu se daju
uslovi koje su zadovo�avali brojevi krava� odnosno volova u svakoj od tih vrsta�
Prevedeno na savremene oznake� ako se sa x� y� z� t oznaqe redom brojevi belih�
crnih� xarenih i sme�ih volova� a sa x�� y�� z�� t� odgovaraju�i brojevi krava�
Arhimedov zadatak je bio postav�en na slede�i naqin�

Arhimedov problem� �a	 Odrediti cele brojeve x� y� z� t� kao i x�� y��
z�� t� koji zadovo�avaju slede�i sistem ������ od sedam linearnih jednaqina
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�b	 Odrediti ono rexe�e prethodnog sistema kod kojeg je x� y kvadratni�
a z � t trougaoni broj�

Pri tom su� kao xto je poznato� stari Grci prirodan broj p zvali trou�

gaonim ako je on oblika
n�n� ��


� odnosno �ekvivalentno	 ako je �p � � potpun

kvadrat�

Deo pod �a	 Arhimedovog problema je� bar u principu� sasvim jednostavan�
Posle osloba�a�a od razlomaka� imamo linearan diofantski sistem od sedam
jednaqina sa osam nepoznatih� koji se eliminacijom svodi na jednu jednaqinu sa
dve nepoznate �treba paziti i da rexe�a budu prirodni brojevi	� Mali problem
predstav�a samo to xto� bez obzira na jednostavne polazne koeficijente� tokom
rada poqi�u da se dobijaju sve ve�i brojevi� �Uzgred� poznato je da je Arhimed i
inaqe voleo da postav�a i rexava probleme u kojima se pojav�uju veoma veliki
brojevi�	 Tako se� rutinskom procedurom� dobija da sistem ��	 zadovo�avaju
qetvorke prirodnih brojeva oblika

�x� y� z� t� � k � ��� ��	� ���	� ����� k � N�

Da bi i sistem ��	 imao prirodna rexe�a mora biti k � 
��� � l� l � N� Tada je

�x�� y�� z�� t�� � l � ��	���	� 
���
�� �����	� �
������
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Stvari� dakle� poqi�u da izmiqu kontroli� A najte
e tek dolazi� Jer� deo
zadatka pod �a	 je za Arhimeda bilo tek ��zagreva�e� � glavni deo je bio zadatak
pod �b	� Treba� dakle� odrediti prirodan broj l �xto je mogu�e ma�i	 tako da
broj

��� x� y � 
��� � ��� � l

bude potpun kvadrat� a da broj

�
� z � t � 
��� � 
�� � l

bude trougaoni� Kako je 
��� � ��� � � � � � �� � � � 
��� �broj ���� je prost	�
uslov ��	 �e biti ispu�en ako je l � am�� gde je a � � � �� � � � 
���� a m je ceo
broj� Da bi broj z � t bio trougaoni� tj� da bi ��z � t� � � bio potpun kvadrat
�npr� jednak n�	� mora biti� na osnovu ��	�

n� � ��z � t� � � � � � 
��� � 
�� � am� � ��

pa tako za nala
e�e brojeva m i n dobijamo Pelovu jednaqinu

n� � dm� � ��

gde je

d �  � � � � � �� � � � ��� � � � 
����� � 
�	 �� 
� �� 

�

Ako se pozovemo na Lagran
ov rezultat� znamo da ova jednaqina ima besko�
naqno mnogo rexe�a i da se sva ona mogu lako na�i ako se prvo prona�e najma�e
od �ih� Ali kako do�i do tog najma�eg rexe�a i koliko je ono� Skoro je
sigurno da ni sam Arhimed to nije znao� Naime� posle Lesingovog otkri�a�
mnogi matematiqari su� znaju�i i Lagran
ov metod veri
nih razlomaka� poku�
xavali da to rexe�e prona�u� Posle vixe neuspexnih pokuxaja tek je �����
godine nemaqki matematiqar Amtor �A� Amthor	 uspeo da doka
e da najma�e
rexe�e �taqnije� najma�i ukupni broj goveda	� predstav�eno u dekadnom zapisu
ima ������ cifara� Amtor je pokuxao i da na�e bar neke od tih cifara� ali je
ve� qetvrta bila pogrexna�

Taqan zapis ovog najma�eg rexe�a je na�en tek u eri raqunara� U radu
��� je ����� godine objav�eno to rexe�e koje u originalu zauzima �� stranica
kompjuterskog listinga� Navodimo� prema qlanku ��� neke od cifara

���	��
 � � ��������� � � ���	���		�

gde svaka od xest taqaka zame�uje ����� izostav�enih cifara�

Ka
u da su se neki matematiqari XIX veka ��zabrinuli� da li je toliki broj
goveda mogao da stane na ostrvo Siciliju� Lesing je na to odgovorio ��Ako su
ona pripadala bogu Sunca� va�da se on nekako potrudio da ih tamo smesti��
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�� Elementarna svojstva Pelove jednaqine

Navedimo sada neka jednostavna i dobro poznata svojstva jednaqine

x� � dy� � ��

Najpre� uslov da je d razliqito od potpunog kvadrata je oqigledno neopho�
dan da bi jednaqina imala rexe�a� Pretpostavimo da je taj uslov ispu�en i
prepiximo jednaqinu u obliku

�x� y
p
d��x � y

p
d� � ��

Pretpostavimo� da�e� da znamo jedno rexe�e �x�� y�� jednaqine� tj� da je

�x� � y�
p
d��x� � y�

p
d� � ��

Stepenova�em sa n tada oqigledno dobijamo

�xn � yn
p
d��xn � yn

p
d� � ��

za neke prirodne brojeve xn i yn� Dakle� data jednaqina zaista pod navede�
nim pretpostavkama ima beskonaqno mnogo rexe�a �xn� yn� i osnovni problem
je nala
e�e bar jednog od �ih� Najma�e od takvih rexe�a �preciznije� ono

rexe�e kod kojeg je xn � yn
p
d najma�e	 naziva se osnovnim rexe�em� Ono

xto nije sasvim trivijalno je da se doka
e da ako je �x�� y�� osnovno rexe�e�
tada su prethodnim postupkom opisana sva rexe�a Pelove jednaqine� Dokaz te
qi�enice da�emo� izme�u ostalog� u narednom ode�ku�

Kada je osnovno rexe�e �x�� y�� poznato� odre�iva�e ostalih rexe�a
�xn� yn� mo
e se izvrxiti bilo opisanim postupkom stepenova�a� bilo formi�
ra�em rekurentne veze izme�u dva uzastopna rexe�a� Naime� iz

xn�� � yn��
p
d � �xn � yn

p
d��x� � y�

p
d�

� �x�xn � y�dyn� � �x�yn � y�xn�
p
d

zak�uqujemo da mora da va
i

���
xn�� � x�xn � y�dyn

yn�� � x�yn � y�xn�

Dakle� nizovi �xn� i �yn� zadovo�avaju sistem diferencnih jednaqina ��	� uz
poqetne uslove x� � �� y� � 	� Iz ovog sistema nizovi �xn� i �yn� se odre�uju
rekurentno�

Primer �� Neka je d � �
� tj� posmatrajmo jednaqinu

x� � �
y� � ��

Proba�em se nalazi �eno osnovno rexe�e x� � ��� y� � 
 �zaista�

���� �
 � 
� � �	� Kvadrira�e daje ����

p
�
�� � 

���	

p
�
� pa je x� � 

��
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y� � �	� Da�e se mo
e nastaviti stepenova�em� me�utim jednostavnije je is�
koristiti sistem ��	� Tako je

x� � ��� � �
 � 
� � 

�� x� � �� � 

� � 
 � �
 � �	 � ��
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 � �	� y� � �� � �	 � 
 � 

� � ����� � � �

Da�im raqunom se mo
e dobiti

n xn yn

� �� 

 

� �	
� ��
�� ����

 
	�	� �	���	
� �	���� ��	

� ��	�
	
� �������	

itd� Vidimo da rexe�a vrlo brzo rastu�

Ne retko se sliqne ideje koriste i u nekim takmiqarskim zadacima� Na
primer� na Maloj olimpijadi ����� godine je bio zadat slede�i problem�

Primer �� Za svaki prirodan broj n odrediti jedan par �x� y� prirodnih
brojeva za koje va
i x� � y� � ����n�

Rexe�e� Odredimo najpre tra
eni par za n � �� Jasno je da mora biti
x �

p
���� � 

� Ve� pokuxaj sa x � 
� daje rexe�e jer je

���� � 
�� �  � 
� � �
�� 

p
��
� � 


p
��

Stepenova�em ove relacije sa n dobija se da je

����n � �xn � yn
p
��xn � yn

p
� � x�

n
� y�

n

za

xn � 
�n �

�
n
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n
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�

�n�� � 
� �  � � � � �

Vratimo se sada osnovnom problemu nala
e�a najma�eg rexe�a� U nekim
specijalnim sluqajevima to se mo
e uqiniti jednostavno �v� npr� ���	�

Primer �� �a	 Ako je d � a� � �� a � N� osnovno rexe�e jednaqine
x� � dy� � � je �a� ���

�b	 Ako je d � a� � �� a � N� osnovno rexe�e jednaqine x� � dy� � � je
�a� � �� a��

U opxtem sluqaju� me�utim� kao xto je ve� vixe puta reqeno� nije unapred
jasno qak ni da li takvo rexe�e postoji� Dokazu egzistencije rexe�a Pelove
jednaqine posve�en je slede�i ode�ak�
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�� Dokaz egzistencije rexe�a

Kao xto je ve� reqeno� najqex�i postupak za dokaziva�e egzistencije rexe�
�a Pelove jednaqine je metod veri
nih razlomaka� Takav dokaz mo
e se na�i�
na primer� u k�igama ��� i ���� Ovde �emo� slede�i k�igu ���� dokaz izvesti ko�
rix�e�em jedne druge va
ne qi�enice iz teorije Diofantovih aproksimacija
�v� npr� ���	 � Dirihleove teoreme �P� G� L Dirichlet� ��	������	�

Teorema �� Neka je � proizvo�an realan broj i t � N� Tada postoji
racionalan broj p�q� takav da va�i

������ p

q

���� � �

qt
i q � t�

Dokaz� Posmatrajmo t � � brojeva �x � ��x� za x � 	� �� � � � � t� Svi oni
pripadaju intervalu �	� ��� Podelimo taj interval na t intervala

h
	�
�

t

�
�

h�
t
�


t

�
� � � � �

h t� �

t
� �
�
�

Na osnovu Dirihleovog principa� bar jedan od tih intervala sadr
i dva od
datih brojeva� neka su to brojevi �x�� ��x�� i �x�� ��x�� i neka je� na primer�
x� � x�� Tada je

�

t
�
����x� � ��x���� ��x� � ��x���

�� � ����x� � x��� ���x��� ��x���
���

Oznaqimo q � x� � x�� ��x��� ��x�� � p i va
i�e 	 � q � t i

j�q � pj � �

t
� tj�

������ p

q

���� � �

tq
�

Koristi�emo jox i slede�e pomo�no tvr�e�e�

Lema� Ako su za neko k � Z parovi �x�� y�� i �x�� y�� rexe�a jednaqine
x� � dy� � k� onda je uslovom

X � Y
p
d � �x� � y�

p
d��x� � y�

p
d�� X� Y � Z

�uzima se proizvo�an znak u posled�oj zagradi	 odre
eno rexe�e jednaqine
X� � dY � � k��

Dokaz� Sledi iz

X� � dY � � �X � Y
p
d��X � Y

p
d�

� �x� � y�
p
d��x� � y�

p
d��x� � y�

p
d��x� � y�

p
d�

� �x�� � dy����x
�
� � dy��� � k��

Doka
imo sada i najav�enu teoremu o egzistenciji�
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Teorema �� Za proizvo�an prirodan broj d koji nije potpun kvadrat�
jednaqina x� � dy� � � ima rexe�a�

Dokaz� Neka je fiksiran prirodan broj t� � �� Na osnovu Dirihleove
teoreme postoje prirodni brojevi p� i q� za koje va
i

��� jq�
p
d� p�j � �

t�
� q� � t��

Tada je p� � q�
p
d�

�

t�
� q�

p
d� �� pa je

��� q�
p
d� p� � q�

p
d� ��

Mno
e�i leve i desne strane nejednakosti ��	 i ��	� s obzirom da je q� � t��
dobijamo da je

��� jp�� � q��dj � 
p
d� ��

Izaberimo sada prirodan broj t� tako da va
i

t� � t� i
�

t�
� jq�

p
d� p�j�

Na prethodno opisani naqin na�imo novi par prirodnih brojeva �p�� q�� za koje

va
i jp�� � q��dj � 
p
d� �� Zatim nastavimo ovaj postupak nalaze�i niz parova

�pn� qn� koji zadovo�ava nejednaqinu tipa ��	�

Posmatrajmo vrednosti p�
n
�q�

n
d za sve n � N� Sve one se nalaze u intervalu

��pd� �� 
p
d���� pa kako taj interval sadr
i konaqno mnogo celih brojeva�

to postoji ceo broj k �� 	 u �emu takav da je

p�
n
� q�

n
d � k

za beskonaqno mnogo vrednosti n� Me�u tako izabranim parovima �pn� qn� si�
gurno �e postojati dva� oznaqimo ih sa �x�� y�� i �x�� y��� za koje va
i x� � x�
�mod jkj� i y� � y� �mod jkj�� Oznaqimo sa x� i y� cele brojeve za koje va
i

x� � y�
p
d � �x� � y�

p
d��x� � y�

p
d��

Na osnovu Leme va
i

��� x�� � y��d � k��

Pri tom je

x� � x�x� � y�y�d � x�� � y��d � 	 �mod jkj��
y� � �x�y� � x�y� � �x�y� � x�y� � 	 �mod jkj��

Zbog toga je x� � xjkj� y� � yjkj za neke cele brojeve x i y� za koje� zamenom u
��	 dobijamo da va
i x� � dy� � ��



� Z� Kadelburg

Doka
imo jox� na kraju� ranije najav�eno tvr�e�e prema kojem su postupkom
iz ode�ka �� odre�ena sva rexe�a Pelove jednaqine�

Teorema �� Neka je �x�� y�� osnovno rexe�e jednaqine x� � dy� � �

�d nije potpun kvadrat	� tj� neka je to rexe�e za koje je izraz x � y
p
d

najma�i� Tada je svako rexe�e �x� y� te jednaqine odre
eno uslovom

��	� x� y
p
d � �x� � y�

p
d�n� x� y � N

za neko n � N�

Dokaz� Da je par �x� y� odre�en uslovom ���	 rexe�e date jednaqine� doka�
zali smo ranije� Pretpostavimo� suprotno tvr�e�u� da postoji rexe�e �x� y� te
jednaqine za koje ne va
i uslov ���	� Tada za neko n � N va
i

�x� � y�
p
d�n � x� y

p
d � �x� � y�

p
d�n���

Uzimaju�i u obzir da je �x��y�
p
d��� � x��y�

p
d� dele�i prethodnu dvostruku

nejednakost sa �x� � y�
p
d�n� dobijamo

���� � � X � Y
p
d � x� � y�

p
d�

gde su X i Y celi brojevi odre�eni jednakox�u

X � Y
p
d �

x� y
p
d

�x� � y�
p
d�n

� �x� y
p
d��x� � y�

p
d�n�

Na osnovu Leme� me�utim� par �X�Y � zadovo�ava jednaqinu X� � dY � � ��
Pri tom su brojevi X i Y pozitivni� jer iz prethodne jednakosti sledi da je
	 � X � Y

p
d � �� a iz ���	 je X � Y

p
d � �� Na taj naqin je �X�Y � rexe�e

date Pelove jednaqine u skupu prirodnih brojeva za koje je izraz X�Y
p
d ma�i

od x� � y�
p
d� xto protivreqi minimalnosti izbora rexe�a �x�� y��� Dobijena

kontradikcija dokazuje teoremu�
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