HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEIIHOJ IIIKOJIN

Jp 3opan Kanenoypr

JOoII1 JEAAHOM O IIEJIOBOJ JEAJHAYNMHN

O IIenoBoj jemmaumnm, KaKO Ce€ TPAAUNUOHAIHO, MaJa MOTPEIIHO 30Be MUOPAHT-
CKa jeIHAYWHA
2 d 2 _ .
z*—dy” =1, d HEje TOTHYH KBAAPAT,

MHOTO je mucaso. Ho, TekCcTOBH HaMemeHH ydueHHIUMa Hajuemlie He TOTWYY TIABHA
npobieM — er3ucTeHnujy pemema, Beh ce yramasaom GaBe jeIHOCTABHUJUM 33,TATKOM —
onpebusamem npeocranux (6eCKOHAYHO MHOIO) pelema Kaga je jenso (o0M4YHO Haj-
mame) Bell ogpeleno. C mpyre crpame, TeKCTOBH HaMEHeHH CTpydmanuMa ce Beli
omaBHO OaBe mpobieMuMa CaCBHM IPyre BpCTe — padyHApCKuUM onpebuBamem perme-
1ha U OpP3MHOM KOja ce IpH TOM MOske moctuhu. 3aTO cMaTpaMmo Ja jOul jelaH dIaHak
0 0BOj, 3a ucTOpHUjaT Teopuje OpojeBa BEOMA 3HAYAJHO] jeMHAYUHU MOKE OMTH WHTE-
peCcaHTaH MHOTHMA KOJH Cy O BOj 4yJH NOCTA, aJi BEPOBATHO YIJIABHOM HEMOTIYHO.

1. UcTopujar mpodiaema

Hexn cmemmjanam npmmepu IlenoBe jenmadmue mojaBmbyjy ce jom y CTaporpd-
ko noba. O jemmom TakBoM mpumepy Omhe m Bume pedm y oBOM 4iamky. Metonme
pelmaBama TAKBUX jeTHAYMHA PA3BUjaJdN Cy MHIXjCKH MaremMarmdapu Dpaxmarymra
(Brahmagupta, 598—oko 660) u Backapa (Bhaskara, 1114-1185).

Y MomepHy MareMaTuKy jepmadune oBakBor rtuma yseo je Pepma (P. Fermat,
1601-1665), Tako WTO je y jeHOM MECMY EHIJIECKAM MaTeMaTHYapuAMa yIyTHO , W3-
30B“ pemaBama moMenyTor mpobiema. OH ce y TOM mHCMYy HAjupe ,Kaam” Kako ce
mehy mMaremarmyapuMa apurTMeTHYKEM IpobieMEMa NOKIamba IpeMaso naxme (Beli
Ce pemaBajy LPeTeXHO eOMETPUjCKH, Ia Ce U aDUTMETHKA TPEeTHPA [eOMEeTDPUjCKH),
a 3aTUM 3ajaaje ma ce mokake ciaenehe tspheme.

3a mpou3BOJbAH HATH OPOj KOjU HEje KBAAPAT MOCTOju OECKOHATHO MHO-
ro KBaLparTa, TAKBUX 1A aKO Ce TAaKaB KBAAPAT MOMHOKH ITATUM OpojeM u
IPOU3BOAY HOJA jeUHUIA, PE3yJITAT je IOHOBO KBAAPAT.

Jlpyrum pedmMa, OH TBPAU 13 aKO IPUPOAAH Opoj d HEje MOTIYH KBAAPAT, Tana
jeTHAYMHA,
dy® +1 =22

nMa GECKOHAYHO MHOTO MeJ0OPOjHUX pelemba.
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[Ipobuem cy moxymamnu ga peme enrieckun Maremarudapu Bpaymkep (W. Bro-
uncker, 1620-1684) u Youuc (J. Wallis, 1616-1703). ¥ upsoj Bapujantu OHE Cy
,IPEBUIEIN" yCIOB [a Ce pellele Tpaxku y meiauMm OpojeBuma, Beh cy jenmadumuy
pemunin 3a panuoHAJIHEe T U Y-

dn® + m? 2mn

e Vg MnEN

depma je 0ArOBOPUO 13 OH HUKAN HE O MOCTABMO TAKO CMEIIHO JAK 33,1aTak. EKHriaesn
Cy Ce ;KaJuinm na OH HAKHAMHO MEHa YCJIOBE 3aJaTKA, Al Cy UIAK MOCJIE U3BECHOT
BPEMEHA MOCJIAJIN HOBO PEIIeke, KOje je Y CYIMTHHN OUiIo NCTO Kao u pememe backape.
Mebyrum, Pepma Hu oBaj myT Huje OGuO 3a40BOJbAH, jep je TBPAMO (C mpaBOM) Aa
nouyheHn Meron pemaBama ITOAyIIE NOBOIM N0 PEmeha, Al CaMO aKO Ce yHAIpen
IPEeTIHOCTABU 1A Pellehe TOCTOju. IIpu TOM je TBPAMO Ha OH 3HA MOKA3 €r3UCTEHIN])e
pelmema 1 o3 ra je W3BeO MeTOAOM ,0eCKOHAYHOr CMABUBAKA ' KOJU je KOPUCTUO U
y HeKmM apyrmMm curyamujama. Mebyrmm, Taj moras, kao mu Behuny npyrux cBojux
IOKAa3a HUKAN HUje 00jaBumo.

Ojmnep (L. Euler, 1707-1783) je, mpoyuasajyhiu $epmMaoBy 3a0CTaBIITUHY, HAL-
a0 U HA IPENuCKy Be3aHy 3a HaBelneHH npobieM u 3amHETeDecoBao ce 3a mera. U3
HEKOT pa3Jjiora OH je MOTPEIIHO CMAaTpPao A je y pemaBamy yYeCTBOBAO jeNaH APYTH
errsneckn Maremarudap, [lex (J. Pell, 1610-1685), Te je jeqmaduny HA3BAO HO HEMY.
C 003upom Ha OjrepoB ayTOPUTET, TAj HA3UB CE 33,APKAO U CBY KACHUJU TOKYIIAJU 1A
Ce jeIHAYWHE Na KOPEKTHUjW HA3UB HUCY ycmenu. Taxo NeMo ce M MH y OBOM YIAHKY
Ip:KaTH TPpamunHOHAJIHE BapujanTte uMena [lemose jemmadwmne.

Cam Ojmep je y cBOjuM pamOBEMA ONMCAO AJITOPUTAM 32 HAJAKEEHE PEIICHA
[TesmoBe jemumauymne, aaum 4ak HU OH HHje HABEO MOKA3 A Taj aJrOPUTAM YBEK TOBOIU
1o pemema. Ipsu gora3 je 1768. romune objasuo Jlarpamwx (J. L. Lagrange, 1736—
1813). Ilokas je msBemeH kopumhemeM BEDIKHUX Da3iOMaka W Taj METOL je W O
nmarac ocrao Hajmossaruju. Ilocroje, mehyrum, u apyru mokasu, on kojux he o jexHoM
OuUTH pevyr y OBOM UIAHKY.

C Tauke ruequmITa TEOPUjCKOT MAaTEMaTHYAPa, K303 Ce TOKaKe Ha HeKH mpobiem
uMa pememe, u joir ce Hale aaropuraM Kako ce IO TOT PEelIema H0Ja3u, IpodieM mpe-
craje ma 6yme marepecanTan. MehyTum, y oBoM caydajy mMa jOIr MHOTO M3a30Ba, KOje
mocraB/ba pemasame [lenoBe jeqmadmue, a HEKM OJ BUX OM MOTIZ OUTH MHTEPECAHT-
mr u ,HAjTBphUM“ Teopermuapmva. Hawmme, vak u 3a pematmBHO MaJse Opojese d,
pemema, YaK W HAjMama, HAIIE jefHAYMHE MOTYy OmTH mpuam4yHo Beamka. 1loroToso
je To Tako ako je mw camo d Bemumkm Opoj. To mocTaBipa MPOOIEM HANAKEHA IITO
eUKACHUjEr AJrOpUTMa pemaBamba Koju 6u y mro kpaliem (padyHapckoM) BpeMeny
[OBEO [0 Pellema, Kao U IpoueHe Op3uue taksor anropurva. Ca MEOrmM (HEKHM jomn
HEPEeIIeHNM) aCIeKTHMa OBOI IpOBJeMa 3aMHTePecOBAHU YUTANAL MOXKE A Ce YIO3HA
y BeOMa NHTEPECAHTHOM WIAHKY [5].

Jla 6ucmo maycrpoBanu moryhy Bemuumny OpojeBa KOju ce mOjaB/bYjy IpH pe-
masamy llenose jenmauune, y HapeIHOM OZesbky hiemo, Takobe ciemehu wimanax [5],
y KPATKUM IpTaMma omucaru 100po moszmaru ,, ApxummenoB mpobiaem 0 roseauma’, KOju
IPEeICTABhA jeJaH O IPBUX NPUMEDA jeqHAYNHE OBAKBOI OOIHKA.
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2. ApxuMenoB IpodIeM O roBequMa

Hemauru ucrpamusaa Jlecunr (Lessing, 1729-1821) je uponamao u 1773. ronune
00jaBuo mammpyc 3a KOjH ce cMarpa Jga caapxu Apxummenoso (Apxmmenm, 287-212
n.u.e) mucMo Eparocreny us Kupene (Eparocten, oko 276-194 m.a.e). Y mucmy ce,
y cruxoBmMa, roBopu 0 Tome na je 6or Cymne xa Cumuauju mmao Kpao rosema. llpu
TOM Cy roBema OWia O YeTHpPH pa3amvuTe Bpcre — Oesa, mpHa, mapeHa u cmeba
— U, HAPABHO, y CBAKOj BPCTU OWJIO je W KpaBa W BOJOBA. ¥ HAJEM TEKCTY C€ Hajy
YCJIOBH KOj€ Cy 3aI0BOJbABAJIE OPOjeBH KPaBa, OAHOCHO BOJIOBA Yy CBAKOj OJ THX BPCTA.
IIpeBeneno Ha caBpeMeHe O3HAKe, aKO Ce ca &,Y,2,l 03HA4Ye pexoM OpojeBm Gemmx,
npEnx, mapernx m cmebux Bomosa, a ca z’,y’, 2.t omrosapajyhm Gpojesm kpasa,
Apxumenos 3anarak je 6uo mocrapiben Ha cienelim HauwmH.

APXUMENOB NPOBJEM. (a) Odpedumu ueae bpojese x,y,z,t, xao u ', y',
Z', t' koju sadosomasajy caedehiu cucmem (1)-(2) 00 cedam auneaprur jednanumna

x:(lﬁ—l)y—%t, y:(l+1)z+t,
(1) 2 3 . . 4 5
, 1 1 , , 1 1 ,
o) x—(§+%)(y+y), Z—(§+§>(t+t),
y=(3r5)er r=(grz)Era).

(6) Odpedumu ono pewene nPemrodHoz Cucmema K00 Kojez je & + Yy Kkeadpamnu,
a z +t mpoyeaonu 6poj.

IIpu ToM cy, ka0 mTO je mO3HATO, cTapu l'puu mpupoman OPoj p 3BaIUd TPOY-

n(n+1)
2

TAOHUM aKO je OH ODInKa , OLHOCHO (€KBHBAJIEHTHO) ako je 8p + 1 mormyn
KBa,IpaT.

Ileo mox (a) Apxumemosor mpobiema je, 6ap y IPUHOMALY, CACBUM jeJHOCTABAH.
ITocne ocnobabama ox pasmomaka, UMaMO JUHEAPAH NUO(DAHTCKA CHCTEM OX CeIaM
jeIHAYMHA Ca 0CaM HEMO3HATHUX, KOJU Ce eJIMMHUHANWjOM CBOIM HA jJeTHY jeTHAYUHY Ca
nse menosuare (Tpeba nazuru u Aa pemema Oyny npuponuu 6pojesu). Maau npobrem
IpeCcTaBbha caMo TO mTO, 6e3 003Mpa Ha jeSHOCTABHE MOJIA3HE KOe(UIUjeHTe, TOKOM
paja mounsy xa ce nobumjajy cse sehim Opojesu. (¥ 3rpex, mosHaro je ma je Apxumen u
HHAYE BOJNEO Ja MOCTaBJha W pemaBa npobieMe y KOjuMa ce MN0jaB/hyjy BeOMa BEIUKU
Bpojesu.) Tako ce, pyruackom mpouexypoM, mobuja ma cucrem (1) 3azoBosbaBajy
YeTBOPKE IPUPOIHUX OpojeBa 0OIMEKa

(z,y,2,t) = k- (2226,1602,1580,891), k € N.
Ja 6u u cucrem (2) umao upupoasa pemema Mopa ouru k = 4657 -1, 1 € N. Taza je

(2,4, %', t') = - (7206360, 4893246, 3515820, 5439213).
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CrBapu, makie, MOYMIY Aa U3MHUYY KOHTpoau. A majrexe Tex momasum. Jep, meo
3agaTka nox (a) je 3a Apxumena GOm0 Tek ,3arpeBame — [IABHU 10 je OMO 3aJaTak
mox (6). Tpeba, makme, ogpeautu npuposas 6poj | (mro je moryhe mamm) Tako na
6poj

(3) T +y =4657-3828-1
Oyme MOTIYH KBAaIpar, a na Opoj
(4) z+t=4657-2471-1

Oyme Tpoyraomm. Kako je 4657 - 3828 = 22 -3 - 11 - 29 - 4657 (6poj 4657 je mpoct),
yeios (3) he Gurm nenymen axo je [ = am?, rme je a = 3-11-29- 4657, a m je meo
6poj. la 6u 6poj z + t 6mo Tpoyraouu, Tj. na 6u 8(z + t) + 1 Ouo moTmyH KBaApAT
(amp. jemmak n?), mopa Outm, Ha ocHOBY (4),

n? =8(z+1t)+1=8-4657-2471-am? +1,
Ia Tako 3a Hamaxkeme OpojeBa m u n pobdbujamo IlenoBy jenmavumuy
n? =dm? +1,

rae je
d=2-3-7-11-29-353-(2- 4657)2 = 410286423278 424.

Axo ce mozosemo Ha Jlarpamkos pe3yiarar, 3HAMO Oa OBa jeAHaYUHA UMa OECKO-
HAYHO MHOI'O Delle’kha U Ja Ce CBa OHA MOry jako Hahu ako ce npso nporale Hajuame
ox wux. Amnm kako mohm no TOr HajMamer pemema u Koaumko je omo? Ckropo je
curypuo ma Hm caM Apxmmen To Huje 3mao. Hamme, mocie Jlecumrosor ortkpuha,
MHOTH MaTeMarudapu cy, 3uajyhu m JlarpamkoB MeTOI BEPIKHAX PA3IOMAaKa, MOKY-
maBaan na 1o pememe npoHaly. Ilocme Bume meycmemuumx mokymaja ek je 1880.
roguue HeMayku Maremarudap Amrop (A. Amthor) ycmeo ma moraxe ma HajMame
pememe (Tavnuje, HAjMABU YKyIHE OPOj roBesa), IPeACTABIHEHO ¥ NEKAIHOM 3ALUCY
uma 206 545 mudapa! AmTop je moxymao u na Hahe Oap HEKe o1 THX mUPapa, aJad je
Beh werBpTa OmIa mOrpemHa.

Tavan 3amumc oBor HajMamer pemema je Halherm Tex y epum padgyHapa. ¥ pamy
[6] je 1980. romuee 00jaBBEHO TO pelIeEme KOje y OPUTMHALY 3ay3uma 47 cTpaHnna
KOMI[jyTePCKOT NUCTHHTA. HaBOAMMO, IpemMa 4IaHKy [5] Heke on mudapa:

77602714 ...237983357 ...55081800,

IJe CBaka OJ IECT Tadaka 3aMemyje 34420 m3ocTaBibeHEX mupapa.

Kaxy ma cy ce mexkn maremaTuyapu XIX Beka ,,3abpuaynn” xa iu je TOIUKY 6DOj
roeesa Morao ma crame Ha ocTpBo Cunuimjy. Jlecuur je ma To omroBopmo: , Ako Cy
oma mpunagayga bory CyHna, Basbaa ce OH HEKAKO HOTPYAMO Oa WX TaMO CMECTH .
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3. EsemenTtapHa cBojcrBa IlesioBe jenmHauuHe
Hasemumo cama Heka jemHocTaBHA W JOOPO MO3HATA CBOjCTBA jeAHAYMHE
22 —dy? = 1.

Hajupe, ycioB ga je d pa3mmyuTo O DOTIYHOr KBAAPATa j€ OYMULJIETHO HEOIXO-
MaH na 6u jemHadmHa mMasa pemema. llpeTmocTtaBuMo na je Taj YCIOB HCOYHEH X
IPENAINMO jeTHAYUHY Y OOJIUKY

(z — yVd)(x + yVd) = 1.
[Ipernocrasumo, nasbe, Aa 3HAMO jeHO pememe (x1,y;) jeAHAYUEE, Tj. Ia je
(21 — 1 Vd) (@1 + 1 Vd) = 1.
CremeHoBameM ca N Taga OYULJIETHO TOOHjaMo
(€0 = yuVd) (@0 + yaVd) = 1,

3a Heke mpuponHe Opojese x, u ¥,. [lakie, maTa jenHadmHA 3amcTa IMOX HaBeIe-
HOM TPETIOCTaBKaMa UMa, DECKOHAYHO MHOTO Demema (T, Y,) U OCHOBHH IpOOIEM
je Hamaxkeme Oap jemmor on mux. HajMame 0J TakBUX pemema (IPENU3HEjE, OHO
peleme KOJ KOjer je T, + y,Vd Hajuame) masmBa ce ocHosHuM pewemem. OHO
ITO HUje CACBUM TPUBUjAJIHO je Oa ce HOKaxke na ako je (1,Yy;) OCHOBHO pelIeme,
Taja Cy IPETXONHUM IOCTYIKOM ONUCAHA cea pemema llemose jemmauumne. Iloka3 te
gnmernnne nahemo, uamelhy ocrasor, y HapeHOM OIEJbKY.

Kana je ocmoBro pememe (xp,y;) mosmaro, oapebusBame ocrammx pemema
(Tn,Yn) MOKE Ce U3BPWATH OHMIO ONUCAHUM HOCTYNKOM CTEIEHOBaba, OUIO (OpMU-
pameM pexypeHTHe Beze m3Mely nBa y3acrtomea pemema. Hamme, u3

Tt + Yns1Vd = (2 + Yy Vd) (21 + y1Vd)
= (2120 + Y1dYn) + (@170 + y12,)Vd
3aKBYUYjEMO Ma MOpa Ja BasKu

Tnt1 = 0100 + Y1dyn
yn-l—l = T1Yn + Y1Tp.-

(5)

Haxne, uusosu (z,) u (y,) 3agoBosbaBajy cucreM madepeHuaux jexsadmua (5), y3
noverHe ycuaose Tog = 1, yo = 0. U3 osor cucrema uusosu (x,) u (y,) ce oxpebyjy
PEKyDPEHTHO.

IIpuMEP 1. Hexka je d = 14, 1j. mocMaTpajMo je HaAYAHY
22— 14y* = 1.

[Ipobamem ce Hama3u WBEHO OCHOBHO pememe 7 = 15, y; = 4 (3aucra,
152 —14-4% = 1). Kpagpupame maje (15+ 4v/14)? = 449+ 120v/14, na je 5 = 449,
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y2 = 120. Ilame ce MOKe HACTABUTHU CTEIEHOBaWEM, MeDyTHM jeTHOCTABHHUjE je HC-
kopucturu cucreMm (5). Tako je

Ty =152 +14-4% =449, x5 =15-449+4-14-120 = 13455,
Yo =2-15-4 =120, Y3 = 15-120 4 4 - 449 = 3596,

JlassuM pavyHOM Ce MOKe TOOUTH

n Tn Un
1 15 4

2 449 120

3 13455 3596

4 403201 107760
5 12082575 3229204

6 362074049 96768360
urn. Bumumo na pemema Bpiao Op3o pacty.

He perko ce camdume maeje KOpECTE W y HEKMM TAKMUYAPCKHM 3ajanmmMa. Ha
npumep, #a Mamoj omnvoujamun 1993. roguue je 6uo 3amar ciaemehu mpobdiem.

ITpuMEP 2. 3a cBaku npupogan 6poj n ogpesury jenad uap (r,y) IPUPOSHAX
6pojesa 3a koje Baxm w2 — 2y? = 1993™,

Pewewe. Opnpemumo majupe Tpakenum map 3a n = 1. JacHo je ma mopa Ourm
x> /1993 > 44. Beh morymaj ca = = 45 maje pememe jep je
1993 = 45% — 2- 4% = (45 — 4v/2)(45 + 4/2).
CremenoBameM OB pejanuje ca n godmja ce ma je
1993" = (2, — Yo V2) (0 + ynV2) = 2% — 2¢2

3a

T, = 45" + <g> 45”*2(4\/5)2 + (Z) 45nf4(4\/§)4 4o

Yn = (Y>45”—1 4t (§>45”—3-43-2+~-~ .

Bparumo ce cama 0CHOBHOM mpo0JeMy HaJaKema HAJMAMmEr pPemema. Y HeKUM
CHeNUjalHIM CIydYajeBIMa TO Ce MOXKe YUMHUTH jeJHOCTAaBHO (B. HID. [7]).

I[TPuMEP 3. (a) Ako je d = a? — 1, a € N, OCHOBHO pememe jeTHAYHHE
2?2 —dy? =1 je (a,1).

(6) Ako je d = a®> + 1, a € N, ocrosEO pememe jemmaumae 2 — dy? = 1 je
(2a% + 1, 2a).

Y ommtem ciydvajy, MmehyTuM, kao mTo je Bel Bume myTa pedeHo, HIje YHALPeX

jacHO Wak HH Ja N TAakKBO pememe moctoju. [loka3y eramcremnuje pemema llemxome
jemmauymmae mocehen je cremehm omesbak.
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4. JToka3 ersucTeHIje pellema

Kao mro je Beh peueno, Hajuemhnu mocTymak 3a JOKa3WBAmE €r3MCTEHIM]E perre-
wa [lemoBe jemmaumne je MeTOX BepW:RHUX pazioMaka. TakaB nokas moxke ce mahwm,
Ha npuMmep, y kmurama [1] u [3]. Osme hiemo, cremehn mury [2], nokas msBecTs Ko-
pumhemeM jense npyre BaxkHe dummbeHune u3 reopuje JuopanToBHX anmpokcuManyja
(8. mup. [4]) — HAupuzsaeose meopeme (P. G. L Dirichlet, 1805-1859).

TEOPEMA 1. Hexa je a npouszsoman peanarn b6poj u t € N. Tada nocmoju
payuonaaar 6poj p/q, makas da saxncu

P 1
a—=/<— u ¢g<xt
q] qt
Joxas. Hocmarpajmo t + 1 6pojesa ax — [ax] 3a ¢ =0, 1, ..., t. CBu oun

npunazajy marepsaxy [0,1). Ilogeaumo Taj mETEpBal Ha ¢ MHTEpPBAJA

0d Y 5

Ha ocmoBy lmpuxieoBor mpuanuma, 6ap jegaH OX TUX HHTEPBAJNA CAIPKA ABA O
natux Opojesa; Heka cy To 6pojeBu axy — (x| 1 axy — [axs] u HeKa je, HA HpEMeED,
xo > x1. Tama je

% > |(ax2 — [axs]) — (ax; — [axl])| = |a(x2 — 1) — ([azs] — [axl])|.

OzmaumMo ¢ = T3 — 1, [axs] — [aw1] =p u Baxuhe 0 < g < tu
1 . P 1
|aq—p|<¥7 Tj. ‘a— ‘

Kopuctuhemo jom u crenehe momohno repheme.

JIEMA. Axo cy 3a nexo k € Z naposu (x1,y1) u (T2,y2) pewemna jednauurne
2% —dy? = k, onda je ycaosom

X +YVd = (21 + y1Vd)(22 £ y2Vd), X, YeZ

(yauma ce npouzsoman 3Hak Y nocaednoj zazpadu) odpeheno pewene jednawune
X% —dy? =k2.

Jlokas. Caemu u3
X? —dy? = (X + YVd)(X - YVd)
= (21 + y1Vd)(z2 £ y2Vd) (21 — y1Vd) (22 F y2Vd)

= (2f —dyi) (23 —dy3) = k°. =

Jloka;RKMMO caJa U HAjaB/HEHY TEOPEMY O €r3MCTEHIU]jH.
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TEOPEMA 2. 3a npoussomarn npupodak b6poj d xoju wuje nomnyn xeadpam,
jeonavuna 2 — dy? = 1 uma pewena.

Joxas. Hera je ¢uxcupam mpupomar 6poj t; > 1. Ha ocmoBy Hupuxieose
TeopeMe MOCTOje IPUPOAHE OPOjeBH P M ¢ 3 KOje BaKU

1
(6) liVd —pi| < o @ <ty
1

1
Tama je p1 < aVd + o <q@Vd+1, na je
1

(7) aVd+p <2¢Vd+ 1.

Mauoxehn nese u mecue crpane HejemHarxoctu (6) u (7), ¢ ob3mpoM ma je ¢1 < i1,
mobujaMo ma je

(8) |p? — ¢2d| < 2Vd + 1.

W3zabepumo cama mpupoman 6poj ty Tako oa BaKU
1
to >t m o < |q1\/3—p1|.
2

Ha mperxonuo onucanu mauws mahumo mOBU map mpupomaux Gpojesa (p2,qs) 3a Koje
Ban |p3 — ¢3d| < 2v/d + 1. 3aruM HACTABEMO 0OBaj HOCTYIAK Hadazelinm HE3 maposa
(Pn, qn) KOju 3an0BObABA HejenHaunny Tuna (8).

[Mocmatpajvo spemuoctn p2 —g2d 3a cee n € N. Cse ome ce HaTasze y HHTEPBAIY
(—2v/d —1,2/d + 1), na kako Taj HATEPBAI CAIPEKN KOHAYHO MHOTO IEJIX GPOjeBa,
TO mocToju meo 6poj k % 0 y memy Takas ga je

i —qrd=k

3a GeckoHawHO MHOrO BpexmocTu n. Mely rako msaGpamum maposmMa (p,,,¢,) Cu-
rypuo he mocrojaru nsa, o3mauuMo ux ca (x1,y1) u (x2,y2), 3a KOje BRI T1 = X
(mod |k|) 1 y1 = y> (mod |k|). O3magumo ca zp u Yo uene Gpojese 3a Koje BaKu

2o + yoVd = (z1 + y1Vd) (22 — y2Vd).
Ha ocuoBy Jleme Baku
(9) wy —ypd = k*.
IIpm ToM je

To = T1T2 — Y1yod = x% — y%d =0 (mod |k|),
Yo = —T1Y2 + T2y1 = —T1y1 + 1131 =0 (mod |k]).

36or Tora je xg = x|k|, yo = y|k| 3a Heke meme GpojeBe x U Yy, 3a KOje, 3aMEHOM Y
(9) mobmjamo ma Bakm 2 —dy? =1.m



3. Ramendypr

Jloka;kuMO jomr, Ha Kpajy, paHnje HajaB/beHO TBpheme mpeMa KojeM Cy MOCTYIKOM
u3 omespka 3. ogpehena cBa pemema Ilenose jemmawmme.

TEOPEMA 3. Hexa je (79,y0) ocnoeno pewemwe jednavune v° — dy? = 1
(d wuje nomnyn xeadpam), mj. Hexa je Mo pewewe 3a Koje je uzpas T + y\/a
najmanu. Tada je ceaxo pewewe (x,y) me jednauune 0dpelheno ycaosom

(10) z+yvd= (x0+y0\/c_i)”, z,y €N
30 Hexko n € N.

Zokas. Ia je map (x,y) onpeber ycmosom (10) pememe mare jegHadmue, NOKa-
3amu cmo pammje. Ilpermocrasmmo, cynporrO TBphemy, na mocroju pememe (z,y) Te
jemmadune 3a koje me Baxu ycuos (10). Taza 3a meko n € N Baxu

(o + yo\/c_l)n <z+ ?J\/E < (@o + yo\/a)nﬂ-

Yaumajyhu y 063up ma je (xo+y0vd) ! =z —yoV/d, nenelin mperxonmy ABOCTPYEY
mejemaxoct ca (g + yov/d)", mobujamo

(11) 1< X +YVd<x+yoVd,

rae cy X u Y nenm 6pojeBu ogpehenn jemmakomhy

X+YVd= M = (z + yVd)(zo — yoVd)".
(x0 + yoVd)"

Ha ocmosy Jleme, mebytum, map (X,Y) samosomasa jemmaumsy X2 — dY? = 1.
IIpu ToMm cy 6pojeBu X m Y mo3wrumBHHU, jep U3 IPETXOIHE jeTHAKOCTH CIEIN 1A je
0<X-YVd<1,am (11) je X + YVd > 1. Ha raj saunmu je (X,Y) pememe
nate IlenoBe jenHadmue y CKyIy IpEPOAHEX Opojesa 3a koje je m3pas X +YVd mamn
ox o + yoVd, mTo mporuBpeun MuEEMAIHOCTH m36Opa pemema (Lo, yo). dobujena
KOHTPAAUKIHja NOKa3yje Teopemy. W
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