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GEOMETRIJSKE KONSTRUKCIJE

Geometrijske konstrukcije imaju va�no mesto u geometrijskim istra�iva�
�ima�

Ograniqe�e korix�e�a samo le�ira i xestara pri geometrijskim kon�
strukcijama potiqe jox od Euklida� U �egovoj geometriji su le�ir i xestar
smatrani ravnopravnim u konstrukcijama�

Mnogo godina kasnije prime�eno je da je xestar savrxeniji instrument od
le�ira� xto znaqi da neke konstrukcije mogu biti izvedene korix�e�em samo
xestara �npr� podeliti krug na xest jednakih delova� konstruisati taqku sime�
triqnu datoj taqki u odnosu na datu pravu� itd��

Italijanksi matematiqar Lorenco Maskeroni �profesor univerziteta u
Paviji� objavio je 	
�
� godine rad ��Geometrija xestara�� koji je kasnije bio
preveden na francuski i nemaqki jezik� U svom radu dokazao je slede�e tvre�e�

Svaki konstruktivni zadatak koji mo�e da se rexi pomo�u le�ira i
xestara� mo�e da se rexi i korix�e�em samo xestara�

Ovo tvre�e je 	���� godine dokazao i A� Adler na originalan naqin �
korix�e�em inverzije� Pored toga� dao je i opxti metod rexava�a konstruk�
tivnih zadataka korix�e�em samo xestara� Danski matematiqar Helmslev je
	���� godine u Kopehnagenu u k�i�ari pronaxao k�igu G� Mora pod nazivom
��Danski Euklid�� izdatu 	�
�� godine u Amsterdamu� U prvom delu te k�ige
dato je kompletno rexe�e Maskeronijevog problema� Tako je mnogo pre Ma�
skeronija dokazano da sve geometrijske konstrukcije koje mogu biti izvedene
le�irom i xestarom� mogu da se izvedu i samo xestarom�

Deo geometrije u kome se prouqavaju geometrijske konstrukcije jednim xe�
starom� naziva se Geometrija xestara� Xvajcarski matematiqar Jakob Xtaj�
ner je 	���� godine objavio rad ��Geometrijske konstrukcije izvedene pomo�u
prave linije i nepokretnog kruga�� u kome su ispitivane konstrukcije samo le�
�irom� Osnovni rezultat toga rada mo�e biti dat u obliku slede�eg tvre�a�

Svaka konstrukcija koja mo�e da se izvede pomo�u le�ira i xestara�
mo�e biti izvedena i samo le�irom� ako je u ravni crte�a data fiksirana
kru�nica sa svojim centrom�

Ovde vidimo da� ako ho�emo da nam le�ir bude ravnopravan sa xestarom�
dovo�no je jednokratno upotrebiti xestar�
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Rexava�e konstruktivnih zadataka

Pri rexava�u konstruktivnih geometrijskih zadataka dozvo�eno je kori�
stiti samo le�ir i xestar� Pomo�u le�ira mo�emo konstruisati pravu kroz
dve date taqke� a korix�e�em xestara mo�emo konstruisati kru�nicu ako nam
je dat �en centar i jedna taqka koja pripada kru�nici �ili je dat polupre�
qnik kao rastoja�e izmeu dve date taqke�� Nove taqke u konstrukciji dobijamo
u preseku dve prave� dve kru�nice ili prave i kru�nice� Prema tome� imamo
pet osnovnih konstrukcija� i svaki zadatak u euklidskoj ravni svodi se na uz�
astopno kombinova�e osnovnih konstrukcija po odreenom redosledu� Osnovne
konstrukcije su�

	� Konstruisati pravu kroz dve date taqke�

�� Konstruisati kru�nicu datog polupreqnika sa centrom u datoj taqki�

�� Odrediti preseqne taqke dveju datih kru�nica�

�� Odrediti preseqne taqke date kru�nice i date prave�

�� Odrediti preseqne taqke dveju datih pravih�

Rexe�e svakog konstruktivnog zadatka sastoji se iz qetiri dela� analize�
konstrukcije� dokaza i diskusije� Kod jednostavnijih zadataka neki id ovih
delova su trivijalni ili neposredno slede jedan iz drugoga� pa se qesto posebno
ne istiqu� Meutim� kod ve�ine zadataka svaki od ova qetiri dela bitan je za
korektno izvedenu konstrukciju�

Rexava�e konstruktivnih zadataka samo pomo�u xestara

Ve� smo rekli� sve konstrukcije koje mogu biti izvedene le�irom i xesta�
rom mogu se izvesti i korix�e�em samo xestara� Da bismo ovo dokazali� treba
da poka�emo kako se pet osnovnih konstrukcija izvode samo pomo�u xestara�
Druga i tre�a osnovna konstrukcija su trivijalne� a ostale tri �prva� qetvr�
ta i peta� date su u zadacima �� � i 
� U ostalim zadacima je dato nekoliko
pomo�nih konstrukcija koje su nam neophodne�

Jedini problem nam je konstrukcija prave� Naravno� pomo�u xestara mi ne
mo�emo da nacrtamo neprekidnu pravu liniju� ve� samo mo�emo konstruisati
proizvo�an broj taqaka koje pripadaju pravoj� Meutim� kako je prava odreena
sa dve bilo koje svoje taqke� u geometriji xestara konstrukcija prave linije
smatra�e se zavrxenom ako su konstruisane dve �ene taqke� Da bi nam slike u
zadacima bile jasnije� prave linije �emo ucrtati isprekidano� iako te prave u
konstrukcijama ne koristimo� Sa k�O� r� oznaqava�emo kru�nicu qiji je centar
taqka O a polupreqnik je r�

Zadatak 	� Konstruisati taqku M� simetriqnu taqki M u odnosu na datu
pravu AB�

Konstrukcija� Konstruiximo kru�nice k�A�AM� i k�B�BM�� Druga pre�
seqna taqka ovih kru�nica bi�e tra�ena taqka M�� sl� 	�

Diskusija� Ako je taqka M van prave AB� postoji jedinstvena taqka M�

�M� �� M�� Ako je taqka M na pravoj� onda je tra�ena taqka M� � M � Da
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bismo odredili da li taqka M pripada pravoj AB� konstruiximo kru�nice
k�A�AB� i k�B�BA� i neka se one seku u taqkama C i C�� Ako su du�i CM
i C�M podudarne� onda je taqka M na pravoj AB� a ako nisu podudarne� onda
taqka M ne pripada pravoj AB�

Sl� � Sl� �

Zadatak �� Prava je data dvema taqkama A i B� Konstruisati nekoliko
taqaka date prave�

Konstrukcija� Neka je M proizvo�na taqka ravni koja ne pripada pravoj
AB� i neka je M� �oj simetriqna taqka u odnosu na pravu AB� Neka je r proiz�
vo�na du�� Konstruiximo kru�nice k�M� r� i k�M�� r�� tada �ihove preseqne
taqke C i D pripadaju pravoj AB� sl� �� Ako me�amo du�inu du�i r� dobijamo
razliqite taqke prave AB�

Zadatak �� Konstruisati sredixte kru�nog luka AB�

Analiza� Neka je data kru�nica k�O� r� i na �oj dve taqke A i B �OA �
OB � r�� sl� �� Oznaqimo AB � a� Neka je C taqka� takva da je OABC para�
lelogram� Koriste�i kosinusnu teoremu lako pokazujemo da je za paralelogram
OB� � AC� � �OC� � �OA�� odnosno AC� � �a� � r� � a� � �a� � r��� Neka
je taqka X sredixte luka AB� Iz �OCX sledi XC� � OX� �OC� � r� � a��
Koriste�i posled�e dve jednakosti dobijamo AC� � a� � XC�� Neka je taq�
ka Y na pravoj OX takva da je OY � CX� Tada iz �OCY dobijamo CY � �
OC� � OY � � a� � CX� � AC� xto znaqi da je CY � CA�

Sl� � Sl� �

Konstrukcija� Data je kru�nica k�O� r� i taqke A i B na �oj� Tada
je OA � AB � r i AB � a� Neka je taqka C presek kru�nica k�O� a� i
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k�B� r� takva da je OABC paralelogram� i taqka C� presek kru�nica k�O� a�
i k�A� r� takva da je OBAC� paralelogram� sl� �� Odredimo taqku Y kao pre�
sek kru�nica k�C�CA� i k�C�� C�B�� Konaqno� preseqne taqke date kru�nice
k�O� r� i kru�nice k�C�OY � su taqke X i X� koje predstav�aju sredixta dva
kru�na luka ograniqena taqkama A i B�

Dokaz� Po konstrukciji qetvorougao OABC je paralelogram i za �ega va�i
�prema analizi� AC� � �a��r�� Kako je CA � CY � imamo da je CY � � �a��r� �
�a�� r���a�� Poxto je O sredixte du�i CC� i CY � C�Y �jer je CA � C�B��
bi�e OY � CC�� xto znaqi da je �Y OC pravougli� tj� �Y OC � 	
�� Odavde
sledi CY � � OC� � OY � � a� � OY � � a� � �a� � r��� Dakle� dobijamo vezu
OY � � a� � r��

S druge strane� po konstrukciji je OY � CX� pa je CX� � a� � r�� Iz
�CXO dobijamo

CX� � OC� �OX� � �OC �OX cos�XOC � a� � r� � �ar cos�XOC�

Iz posled�e dve jednaqine dobijamo da je cos�XOC � 
� xto znaqi da je to
prav ugao� odnosno da je XO � AB �jer je AB k OC�� Iz uslova da prava XO
sadr�i centar kruga i da je ortogonalna na tetivu AB� sledi da je taqka X
sredixte luka AB� Sliqno se pokazuje da je i X�O � AB� pa je X� sredixte
drugog luka AB�

Diskusija� Za A �� B dobijamo uvek dve taqke X i X�� Ako su taqke O� A
i B kolinearne� OABC nije paralelogram� �egova temena su na jednoj pravoj�
ali konstrukcija ostaje ista�

Zadatak �� Konstruisati preseqne taqke date kru�nice �O� r� i prave date
dvema taqkama A i B�

Analiza� Razlikujemo dva sluqaja� zavisno od toga da li taqka O pripada
ili ne pripada pravoj AB�

Prvi sluqaj � O �� AB�

Konstrukcija� Konstruiximo taqku O� simetriqnu taqki O u odnosu na
pravu AB� sl� �� Konstruiximo kru�nicu k�O�� r� i �en presek sa kru�nicom
k�O� r� bi�e taqke X i Y �

Sl� � Sl� 	
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Diskusija� Kru�nice k�O� r� i k�O�� r� mogu da imaju �� 	 ili � zajedniqke
taqke� xto znaqi da prava i krug nemaju zajedniqkih taqaka� da prava dodiruje
krug ili da prava seqe krug u dvema taqkama�

Drugi sluqaj � O � AB�

Konstrukcija� Neka je k�A� r�� proizvo�na kru�nica koja seqe datu kru��
nicu k�O� r� u dvema taqkama C i D� sl� �� Sada �emo �zadatak �� konstruisati
sredixta kru�nih lukova CD �ima ih dva�� to su tra�ene taqke X i Y �

Dokaz� Poxto su C i D taqke kru�nica k�O� r� i k�A� r��� prava OA
�tj� AB� je simetrala tetive CD� pa dakle� sadr�i sredixta X i Y lukova�

Diskusija� Uvek se dobijaju dve taqke X i Y �

Zadatak �� Konstruisati odseqak koji je n puta �n � N� ve�i od datog
odseqka AA��

Konstrukcija� Date su taqke A i A�� AA� � r� sl� 
� Konstruixemo
kru�nicu k�A�� r� i tra�imo �ene preseke redom sa kru�nicama k�A� r� � do�
bijamo taqku B� sa k�B� r� � dobijamo taqku C� k�C� r� � dobijamo taqku A��
takvu da je AA� � �AA�� Ako sad ponovimo postupak polaze�i od du�i A�A��
dobijamo taqku A� takvu da je A�A� � �A�A�� odnosno AA� � �r� Ponav�aju�i
postupak n�  puta dobijamo AAn � nr�

Dokaz� Taqke A i A� su dijametralno suprotne taqke kru�nice k�A�� r� pa
su� prema tome� A� A� i A� kolinearne� odnosno i sve taqke Ai �i � �� pripadaju
toj pravoj�

Sl� 
 Sl� �

Zadatak �� Date su tri du�i a� b i c� Konstruisati du� x takvu da je
a � b � c � x�

Konstrukcija� Neka je O proizvo�na taqka u ravni� Konstruiximo dve
koncentriqne kru�nice k�O� a� i k�O� b�� sl� �� Na kru�nici k�O� a� oznaqimo
proizvo�nu taqku A� a zatim odredimo i taqku C takvu da je AC � c� Konstru�
iximo sada dve kru�nice sa tako odabranim polupreqnikom d� k�A� d� i k�C� d��
One seku kru�nicu k�O� b� redom u taqkama B i D� Du� BD je tra�ena du� x�

Dokaz� Trouglovi OAB i OCD su podudarni �imaju sve tri podudarne
stranice�� pa je �AOB � �COD� Odatle sledi i jednakost �AOC � �BOD�
pa su jednakokraki trouglovi �AOC i �BOD sliqni� Iz �ihove sliqnosti
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sledi proporcionalnost stranica� pa je OA � OB � AC � BD� tj� a � b � c � BD�
pa je BD � x�

Diskusija� Navedenu konstrukciju mo�emo izvesti ako postoji taqka C� tj�
ako je c � �a� Ako ovo nije taqno� tj� c � �a� konstruisa�emo du� na takvu da
je c � �na� Sada mo�emo odrediti tra�enu du� x kao qetvrtu proporcionalu
du�ima na� nb i c� Va�i�e jednakost na � nb � c � x a ona je ekvivalentna sa
a � b � c � x�

Zadatak 
� Konstruisati preseqnu taqku dveju pravih AB i CD koje su
zadate sa po dve svoje taqke�

Analiza� Date su prave AB i CD i neka je X �ihova preseqna taqka�
sl� �� Neka su C� i D� taqke simetriqne taqkama C i D u odnosu na pravu
AB� i taqka E takva da je CC�D�E paralelogram� Posmatrajmo sada trouglove
DXD� i DCE� Oni su sliqni� pa je DX � DC � DD� � DE� Kad odredimo
DX lako �emo konstruisati �DD�X� to je jednakokraki trougao� XD � XD�

a taqke D i D� imamo�

Sl� � Sl� �

Konstrukcija� Date su qetiri taqke A� B� C i D� Konstruiximo taqke
C� i D� simetriqne taqkama C i D u odnosu na pravu AB� Konstruiximo
taqku E koja je presek kru�nica k�C�CD� i k�D�� CC�� takvu da je CC�D�E
paralelogram� Konstruiximo� zatim� du� x takvu da je DD� � DE � x � DC
�zadatak ��� I na kraju� presek kru�nica k�D� x� i k�D�� x� daje nam dve taqke�
oznaqimo sa X onu od �ih koja pripada du�i CD�

Dokaz� Taqke D i D� su simetriqne u odnosu na pravu AB� Poxto je
DX � D�X� taqka X pripada simetrali AB du�i DD�� Treba jox pokazati
da taqka X pripada pravoj CD� Kako je DD� k CC� i D�E k CC�� to je
DD� k D�E� tj� taqke D� D� i E su kolinearne� Du� x je po konstrukciji takva
da je DE � DD� � DC � x� U trouglovima�DCE i�DXD�� za odnose stranica
va�i DD� � DE � x � DC � DX � DC i DD� � DE � x � DC � XD� � CE�
pa su ti trouglovi sliqni� Zato je �CDE � �XDD�� pa su taqke C� X i D
kolinearne�

Diskusija� Pri konstrukciji taqke E mo�e da se desi da se ona poklopi sa
taqkom D � tada su prave AB i CD paralelne�
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Pokazali smo kako se izvode osnovne konstrukcije� a sada navodimo jedan
primer�

Zadatak �� Podeliti datu du� AB na tri jednaka dela�

Konstrukcija� Data je du� AB� sl� 	�� Na pravoj AB konstruixi�
mo taqke C i D tako da je CA � CB � BD � a� Neka su E i E�

preseqne taqke kru�nica k�C�CB� i k�D�DC�� a taqke F i F� kru�nica
k�C�CD� i k�D�DA�� Tra�ene taqke
X i Y dobi�emo u preseku redom pa�
rova kru�nica k�E�EC�� k�E�� E�C�
i k�F� FD�� k�F�� F�D��

Dokaz� Poxto su taqke E i E�

simetriqne u odnosu na pravu AB i
EC � E�C� taqka X pripada pra�
voj AB� sliqno se dokazuje da je i Y
na pravoj AB� Jednakokraki trouglo�
vi ECX i DEC su sliqni ��ECA
im je zajedniqki� xto znaqi da imaju
sve iste uglove�� Sledi CX � CE �
CE � CD� odnosno CX � �AB �
�AB � �AB� pa je CX � �

�
AB od�

nosno AX � �

�
AB� Simetriqno do�

bijamo da je BY � �

�
AB� Sl� ��

U posmatranim geometrijskim konstrukcijama jednim xestarom mi nismo
imali nikakvo ograniqe�e za du�ine polupreqnika konstruisanih kru�nica�
Mo�emo konstruisati kru�nice koliko ho�emo velikih� odnosno malih polupre�
qnika� Meutim� kad izvodimo konstrukcije praktiqno� jednim datim xestarom�
mi mo�emo konstruisati kru�nice za qije polupreqnike r va�i rmin � r � rmax�
Ispituju�i ove uslove dobijeni su slede�i rezultati�

Sve geometrijske konstrukcije koje se mogu izvesti pomo�u le�ira i xesta�
ra� mogu se izvesti samo pomo�u xestara konstruixu�i kru�nice qiji polupre�
qnik r ne prelazi unapred datu veliqinu� 
 � r � rmax�

Sve geometrijske konstrukcije koje se mogu izvesti pomo�u le�ira i xesta�
ra� mogu se izvesti samo pomo�u xestara konstruixu�i kru�nice qiji polupre�
qnik r nije ma�i od unapred date veliqine� rmin � r�

Ako fiksiramo polupreqnik� tj� konstruixemo samo kru�nice konstantnog
polupreqnika� tada ne mo�emo izvesti sve konstrukcije�


