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O METODU SUPSTITUCIJE

Na samom poqetku upozoravamo qitaoca da se ovdje radi o jednoj naizgled
dosadnoj i trivijalnoj temi� Po autorovom mix�e�u� tema nije trivijalna�
jer ga je dugogodix�i rad u nastavi motivisao na jedan qlanak upravo ovakve
sadr�ine� a da li je tema dosadna� to je vixe individualna stvar i pita�e
liqnog afiniteta�

Kao metod koji daje oqigledne rezultate i bitno olakxava izraqunava�a u
odgovaraju�im sluqajevima� supstitucija �ili zamjena� se u gradivu za sre	
d�e xkole upeqat�ivo i naglaxeno pojav�uje u elementima integralnog raquna�
Praktiqno� neke forme supstitucije� kao sasvim jasne� pojav�uju se i u materiji
koja se obra
uje u osnovnoj xkoli� Te forme supstitucije su toliko jednostavne
da ne zahtijevaju qak ni neki poseban osvrt u vezi �ihove primjene� Na primjer�
kada obav�amo probu da li broj � predstav�a rjexe�e jednaqine �x � � � �x�
mi� prosto� objasnimo uqeniku da se proba vrxi tako xto sva pojav�iva�a ne�
poznate veliqine x u datoj formuli zamijenimo brojem �� Dakle� proba se
praktiqno sastoji u izraqunava�u brojnih vrijednosti izraza koji se pojav�uju
sa lijeve i desne strane jednakosti� � � � � � � � � �� U zavrxnim razredima
osnovne i prvim sred�e xkole� kada se govori o pojmovima slo�ene i inverzne
funkcije� zgodno je eksplicitno se pozvati na supstituciju� Na primjer� kada
�elimo da poka�emo da je funkcija g�x� � x�� inverzna funkciji f�x� � x���
tj� da kompozicija f � g predstav�a identiqko preslikava�e� qini se metodiq	
ki opravdanim pozvati u pomo� supstituciju kao me
ukorak� t � g�x�� Dakle�
f�t� � t� �� odnosno� f�g�x�� � x� � � �� tj� �f � g��x� � x�

Me
utim� iako� bar prema upravo reqenom� sasvim jednostavna kao metod�
supstitucija krije i mogu�nosti grexke� U ovom kratkom osvrtu� analizira�emo
nekoliko karakteristiqnih primjera pogrexne primjene metoda supstitucije�
kojih kao nastavnici moramo biti svjesni� pa na to neprekidno ukazivati i
uqenicima�

Najprije razmotrimo jedan� i to� va�da� jedini sluqaj kada supstitucija
mo�e da se primje�uje bez ikakvih ograniqe�a i bojazni da bi mogla dati pogre	
xan zak�uqak� To je onaj sluqaj koji je sadr�an u samim aksiomama jednakosti
i koji� grubo� ka�e da jednake veliqine mo�emo me�usobno zamje�ivati� a
xto se preciznije mo�e izraziti kao�

�x�y�x � y � A�x�� A�x�y��



O metodu supstitucije ��

gdje je A�x� bilo koja formula u kojoj se promjen�iva x pojav�uje slobodno� a
A�x�y� je formula nastala od A�x� istovremenom zamjenom svih slobodnih po	
jav�iva�a promjen�ive x promjen�ivom y� Pojam slobodnog pojav�iva�a prom	
jen�ive bi�e ilustrovan u da�em dijelu teksta� a prethodno �emo samo konsta	
tovati kako su� na primjer� uz pretpostavku�

x � y

svake dvije od slijede�ih formula

x� y � �

y � x � �

x� x � �

y � y � �

me
usobno ekvivalentne�

Ipak� izvan matematiqkog konteksta� qak ni pretpostavka o jednakosti nije
dovo�na da bi supstitucija bila korektna� Naime� poznato je da se za planetu
Veneru koriste jox i nazivi� Veqer�aqa� Zor�aqa� Danica i Afrodita� I
mada se tu radi o jednom te istom objektu� reqenice� ��Vidi se Veqer�aqa�� i
��Vidi se Zor�aqa�� u sebi nose dvije potpuno razliqite informacije� Prva� da
je doba u koje se reqenica izgovara veqe� a druga� da je zora� dok nam reqenica
��Vidi se Venera�� nixta ne govori o dobu dana kada je reqenica iskazana�

Objasnimo sada i pojam slobodnog pojav�iva�a promjen�ive� U izrazima
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pojav�iva�a promjen�ivih n i x su� redom� vezana� za razliku od promjen�ivih
k i y� koja su� redom� slobodna� Sliqno� u formulama�

�z�x� � z � �� i �y�xy � ��

pojav�iva�a promjen�ivih z i y� redom� su vezana� dok su pojav�iva�a pro	
mjen�ive x u oba sluqaja slobodna�

Vezano pojav�iva�e promjen�ive ima jedno znaqajno svojstvo� a to je da od
�ega ne zavisi vrijednost izraza ili formule u kojoj se pojav�uje� Tako je�
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odnosno�

�z�x� � z � ��� �y�x� � y � �� i �y�xy � ��� �z�xz � ��

Pored toga� vezano pojav�iva�e promjen�ive mo�e se supstituisati novom pro	
mjen�ivom koja se razlikuje od svih promjen�ivih koje se pojav�uju slobodno�
U suprotnom� u gor�im primjerima� imamo�
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odnosno�

�z�x� � z � �� �� �x�x� � x � �� i �y�xy � �� �� �x�xx � ��

Sliqno va�i i za supstituciju slobodne promjen�ive� Slobodna pojav�iva�a
promjen�ive mo�emo supstituisati drugom promjen�ivom pod uslovom da ista
nakon obav�ene supstitucije ne postaje vezana� Naime� iz gor�ih primjera je ja	
sno da u prvom� drugom� tre�em i qetvrtom sluqaju� ne mo�emo izvrxiti� redom�
slijede�e supstitucije� k�n� y�x� x�z i x�y� Stoga se u matematiqkoj logici
strogo definixe pojam izraza slobodnog za supstituciju date promjen�ive
u posmatranoj formuli� Qak se i me
u aksiomama klasiqne logike predikata
prvog reda qesto nalazi i ovakva formula �tzv� aksioma supstitucije�

�xA�x�� A�x�t�

gdje je izraz t slobodan za promjen�ivu x u formuli A�

Razmotrimo xta bi se desilo sa aksiomom supstitucije ukoliko supstitu	
cija ne bi bila izvrxena korektno� Recimo da je formula A�x� oblika �y�x � y�
i da se ista odnosi na prirodne brojeve� Formula �xA�x� bi imala oblik
�x�y�x � y� i to je� kada su u pita�u prirodni brojevi� evidentno taqno
tvr
e�e� Me
utim� ukoliko izvrximo nekorektnu zamjenu promjen�ive x u for	
muli A�x� izrazom y� � �� koji� poxto se promjen�iva y pojav�uje u A�x� kao
vezana� nije slobodan za promjen�ivu x u formuli A�x�� dobijamo �y�y��� � y��
xto� naravno� nije taqno� pa bi izgledalo da je aksioma oborena
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