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KVOCIJENT PROSTORI�

Poznato je ����� str� ���� pr� �	
 da za svaki potprostor U konaqno�dimen�
zionalnog vektorskog prostora V postoji bar jedan direktni komplement� tj�
potprostor W od V takav da je V � U � W � Ako je V unitaran prostor�
me�u ovim komplementima posebno se izdvaja jedan 
 ortogonalni komplement
U� od U ����� str� ���� stav �
� koji bismo� sa dosta prava� mogli posmatrati
kao neku vrstu ��prirodnog komplementa� od U � Ako V nije unitaran� onda ne
postoji spontan� oqigledan naqin selekcije potprostoraW koji bi bio prirodan
komplement od U � Me�utim� polaze�i od V i U � mo�e se konstruisati novi
vektorski prostor V�U � poznat kao ��koliqnik� od V i U � koji �e igrati ulogu
prirodnog komplementa od U � Prostor V�U nije potprostor od V i tako ne
mo�e� de facto� biti direktni komplement od U � ali� on ima k�uqno svojstvo�
izomorfan je sa svakim potprostorom W koji je direktni komplement od U �����
posledica 	� stav �
�

LEMA �� Ako je U potprostor vektorskog prostora V � relacija �
data sa

��u� v � V � u � v �� u� v � U

je relacija ekvivalencije na V � Klasa ekvivalencije vektora v je skup

��� �v� � v � U � f v � u j u � U g��

Dokaz� Refleksivnost� u � u jer u� u � � � U � Simetriqnost� ako u � v�
tada u� v � U pa� poxto je U potprostor od V � v � u � ��u� v� � U i� dakle�
v � u� Tranzitivnost� ako u � v i v � w� tada u� v � U i v�w � U � pa u � w�
jer u� w � �u� v� � �v � w� � U � Konaqno� ��
 sledi iz

w � �v� �� w � v �� w � v � U �� ��u � U�w � v � u

Klase ekvivalencije relacije � nazivaju se koseti od U u V � Skup svih
koseta od U u V oznaqavamo sa V�U � Familija V�U je jedna particija skupa V �

�Ovaj qlanak je mala modifikacija teksta koji je zamix�en i pisan kao mogu�i Dodatak
autorovom u�beniku ����

�Ako nema dvosmislenosti� umesto precizne oznake �v�U � pixemo kra�e �v��



Kvocijent prostori 	


Primer �� Oqigledno�

��
 Ako je U � f�g� tada je �v� � fvg za svaki v � V �

��
 Ako je U � V � tada je �v� � V za svaki v � V �

Primer �� Neka je V � Fn� U potprostor od V svih rexe�a jednaqine

a�x� � 	 	 	� anxn � � �a�� � � � � an � F �

i v � �v�� � � � � vn� � Fn� Tada je koset �v� � v � U skup svih rexe�a jednaqine

a��x� � v�� � 	 	 	� an�xn � vn� � � �� a�x� � 	 	 	� anxn � a�v� � 	 	 	� anvn�

Zaista� za proizvo�an vektor c � �c�� � � � � cn� � Fn� imamo

c � �v� �� c � v �� c� v � U �� a��c� � v�� � 	 	 	� an�cn � vn� � ��

Posebno� ako je� recimo� V � R�� U prostor rexe�a jednaqine �x� 
y � �
i v � ����	� � R�� tada je U prava kroz taqku ��� �� normalna na vektor n �
����
�� dok je �v� skup rexe�a jednaqine ��x����
�y�	� � � �� �x�
y � ���
tj� prava kroz taqku ����	� paralelna sa U � Familiju V�U qine sve prave u R�

paralelne sa U �

STAV �� Neka je U potprostor vektorskog prostora V nad po�em F �
Tada je skup V�U svih koseta od U u V tako�e vektorski prostor nad F u
odnosu na slede�e operacije vektorskog sabira�a i mno�e�a skalarom�

�v� � �w� � �v � w� ili �v � U� � �w � U� � �v � w� � U�

c�v� � �cv� ili c�v � U� � �cv� � U �c � F ��

Dokaz� Pre svega� proverimo da su uvedene operacije dobro definisane�
naime� nezavisne od izbora reprezentanata odgovaraju�ih koseta� tojest da�

�� �v� � �v�� 
 �w� � �w�� �� �v � w� � �v� � w���


� �v� � �v�� �� �cv� � �cv���

xto je� prema ����� str� ��� stav �
� ekvivalentno sa

��� v � v 
 w � w� �� v � w � v� � w�� �
� v � v� �� cv � cv��

Zaista� ��
 v�v� � U
w�w� � U �� �v�w���v��w�� � �v�v����w�w�� � U �
��
 v � v� � U �� cv � cv� � c�v � v�� � U �

Sada je lako pokazati da su svi aksiomi vektorskog prostora zadovo�eni�
Pomenimo da je nula�vektor u V�U koset nula�vektora u V � ��� � � � U � U �

Vektorski prostor V�U naziva se kvocijent ili koliqnik prostora V
i U � Prostor V�U tesno je povezan sa preslikava�em q � V � V�U definisanim
sa

q�v� � �v� � v � U �v � V �

koje zovemo prirodna projekcija ili kvocijent preslikava�e� Oqigledno� q je
surjekcija i operacije u V�U su upravo tako definisane da je q morfizam�

q�cv � dw� � �cv � dw� � c�v� � d�w� � cq�v� � dq�w��
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Dakle� q je epimorfizam� Zapazimo da je jezgro od q bax potprostor U � jer

v � Ker�q� �� �v� � ��� �� v � � �� v � U�

Specijalno� ako je U � f�g� q je i monomorfizam� Vratimo se sad primeru ��

Primer �� Oqigledno� ��
 Ako je U � f�g� tada je q � v �� �v� � fvg
izomorfizam sa V na V�U � f fvg j v � V g� ��
 Ako je U � V � prostor
V�U � fV g je nula�prostor�

Naredno tvr�e�e daje va�nu informaciju o dimenziji kvocijent prostora�

STAV �� Neka je U potprostor konaqno	dimenzionalnog vektorskog
prostora V � Tada je kvocijent prostor V�U konaqno	dimenzionalan i va	
�i formula

dim�V�U� � dim V � dimU�

Prvi dokaz� Neka je q � V � V�U prirodna projekcija� Tada je Ker�q� � U
i Im�q� � V�U � pa se� na osnovu ����� str� ��	� stav �
 dobija

dimV � dimKer�q� � dim Im�q� � dimU � dim�V�U��

Uputstvo za drugi dokaz� Ako je U � f�g ili U � V � dokaz je trivijalan�
U suprotnom� proxirite bazu �u�� � � � � ur� od U do baze �u�� � � � � ur� v�� � � � � vs� od
V i poka�ite da je ��v��� � � � � �vs�� baza od V�U �

Primer �� Neka je V � Fn i U potprostor od V koji qine simetri�
qne matrice� Tada� dimV � n�� dimU � �

�
n�n � �� ����� primer III������
� pa

dim�V�U� � �

�
n�n� ���

Primer �� Neka je V � Rn�x� i U potprostor od V svih polinoma p � V
takvih da je p��� � p��� � �� Tada� dimV � n � �� dimU � n � � �zaxto�
� pa
dim�V�U� � 
�

Primer �� Ako je V�
f�
� V� � 	 	 	 � Vn��

fn
� Vn niz konaqno�dimenzional�

nih vektorskih prostora i morfizama i f � fn � 	 	 	 � f� kompozicija morfizama
fi� tada

nX

i��

dim�Vi� Im�fi���

nX

i��

dimKer�fi� � dimVn � dimV�

� dim�Vn� Im�f��� dimKer�f��

Da bismo ovo dokazali� dovo�no je zbiru jednakosti

dim Vi�� � dimKer�fi� � dim Im�fi� �� � i � n�

dodati dimVn� primeniti Stav � i koristiti formulu dimV� � dimKer�f� �
dim Im�f��
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POSLEDICA �� Neka su U i W potprostori konaqno	dimenzionalnog
vektorskog prostora V takvi da je U 
W 
 V � Tada va�i jednakost

dim�V�U� � dim�W�U� � dim�V�W ��

Dokaz� dim�W�U� � dim�V�W � � �dimW � dimU� � �dim V � dimW � �
dimV � dimU � dim�V�U��

POSLEDICA �� Pod uslovima Posledice 
� W�U je potprostor od
V�U i

�V�U���W�U� � V�W�

Dokaz� Svaki koset w�U od U u W je i koset od U u V � poxto w � W ��
w � V � otuda W�U 
 V�U � Da�e� ako su w��U i w��U koseti od U u W � onda
je to i �ihova linearna kombinacija �c�w�� c�w���U � poxto je W potprostor
od V � otuda� W�U je potprostor od V�U � Prema Stavu � i Posledici ��

dim�V�U���W�U� � dim�V�U�� dim�W�U� � dim�V�W ��

odakle sledi zak�uqak na osnovu ����� str� ���� posledica �
�

Primer �� Neka su U iW potprostori konaqno�dimenzionalnog vektorskog
prostora V � Fn svih skalarnih i dijagonalnih matrica� Tada je U 
W 
 V �
pa

�V�U���W�U� �� V�W�

Primer 	� Ako su U i W potprostori vektorskog prostora V takvi da je
V � U �W i Z � U �W � tada je V�Z � �U�Z�� �W�Z� �nezavisno od dimenzije
prostora V 
�

Pre svega� kako je Z 
 U 
 V i Z 
 W 
 V � prema Posledici �� U�Z
i W�Z su potprostori od V�Z� Neka je� da�e� �v� � v � Z � V�Z� Poxto je
V � U � W � to je v � u � w sa u � U � w � W � Otuda� �v� � �u� � �w�� gde
�u� � U�Z� �w� � W�Z� Dakle� V�Z � U�Z �W�Z� Da je ova suma direktna�
kazuje slede�i implikacijski lanac�

�v� � U�Z �W�Z �� �v� � U�Z 
 �v� � W�Z �� v � U 
 v �W

�� v � U �W � Z �� �v� � ����

POSLEDICA �� Neka su U i W potprostori konaqno	dimenzionalnog
vektorskog prostora V � Tada je U potprostor od U�W � U�W potprostor
od W � pri qemu su odgovaraju�i kvocijent prostori izomorfni�

�U �W ��U ��W��U �W ��

Dokaz� Prema Stavu � i Grasmanovoj formuli ����� str� ���� stav �
� imamo

dim�U �W ��U � dim�U�W ��dimU � dimW �dim�U �W � � dimW��U �W ��

xto je ekvivalentno �e�enom izomorfizmu�

Primer 
� Zna se ����� str� ���� primer �
 da je konaqno�dimenzionalni
vektorski prostor V � Fn suma svojih potprostora U i W gor�ih i do�ih
trougaonih matrica i Z � U �W prostor dijagonalnih matrica� Otuda� V�U ��
W�Z�
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POSLEDICA �� Ako su U i W potprostori konaqno	dimenzionalnog
vektorskog postora V takvi da je V � U �W � tada je V�U ��W �

Dokaz� V � U � W �� dim V � dimU � dimW �� dim�V�U� �
dimW �� V�U �� W �

Primer ��� Zna se ����� str� ���� pr� �
 da je konaqno�dimenzionalni vek�
torski prostor V � Fn direktna suma svojih potprostora U i W simetriqnih
i kososimetriqnih matrica� Otuda� V�U �� W �

POSLEDICA �� Ako je f � V � W morfizam vektorskih prostora V �
W i V konaqno	dimenzionalan� tada je V�Ker�f� �� Im�f��

Dokaz� dim V � dimKer�f� � dim Im�f� �� dim�V�Ker�f�� � dim Im�f�
�� V�Ker�f� �� Im�f��

Primer ��� Ako je D endomorfizam diferencira�a konaqno�dimenzional�
nog vektorskog prostora V � Rn�x�� tada Ker�D� � R��x�� Im�D� � Rn���x��
pa

Rn�x��R��x� �� Rn���x��

U naredna dva stava uopxtavamo tvr�e�a Posledica 	 i � osloba�aju�i ih
od pretpostavke o dimenziji prostora V �

STAV �� Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V � Tada�
V � U �W ako i samo ako restrikcija qjW � W � V�U prirodne projekcije
q � V � V�U je izomorfizam�

Dokaz� Neka je V � U �W � Poxto je qjW morfizam� treba jox pokazati
da je i bijekcija� qjW je injekcija� Neka w�� w� � W i q�w�� � q�w��� Tada
q�w� � w�� � �� pa w� � w� � Ker�q� � U � Kako w� � w� � W � to w� � w� �
U � W � f�g� pa w� � w�� qjW je surjekcija� Neka z � V�U � Poxto je q
surjekcija� q�v� � z za neki v � V � Ali� V � U �W � pa v � u � w sa u � U �
w �W � Otuda� z � q�u� � q�w� � q�w��

Obratno� neka je qjW izomorfizam� Tada� V � U �W � Zaista� ako v � V �
onda �v� � q�w� � �w� za neki w � W � jer je qjW surjekcija� Znaqi� v � w i�
stoga� u � v � w � U � odakle v � u � w� Sem toga� U �W � f�g� Zaista� ako
v � U �W i v �� �� onda q�v� �� q��� � U � jer v � W i qjW je injekcija� Ali�
v � U �� q�v� � U � Apsurd�

Primedba �� Uoqimo sa Stav �� zapravo� ka�e da je W direktni kom�
plement od U ako i samo ako W sadr�i taqno jedan element iz svakog koseta
od U �

Primedba �� Stav � mo�e se izvesti iz Stava �� Neka je U potprostor
konaqno�dimenzionalnog prostora V � Ako je W bilo koji direktni komplement
od U � tada je V � U �W i dimV � dimU �dimW � Prema Stavu �� V�U �� W �
Otuda je V�U konaqno�dimenzionalan i dim�V�U� � dimW � dimV � dimU �

Primer ��� Zna se ����� str� ���� pr� �
 da je beskonaqno�dimenzionalni

vektorski prostor V � RR direktna suma svojih potprostora U i W parnih i
neparnih funkcija� Otuda� V�U �� W �
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STAV �� Ako je f � V �W morfizam vektorskih prostora V i W � tada
je

V�Ker�f� �� Im�f��

Dokaz� Stavimo U � Ker�f�� Z � Im�f� i definiximo g � V�U � Z sa
g��v�� � f�v�� Tada� g je jedna dobro definisana injekcija� jer� za sve u� v � V �
imamo

�u� � �v� �� u � v �� u� v � U �� f�u� v� � �

�� f�u� � f�v� �� g��u�� � g��v���

Kako je Im�g� � Im�f� � Z� g je surjekcija� Oqito� g je morfizam jer je to f �

Primedba �� U oznakama Stava 	� neka je q � V � V�U prirodna projekcija
i i � Z � W inkluzija� tj� i�z� � z� Tada� f � i � g � q �vidi dijagram
� Zaista�
za v � V �

�i � g � q��v� � �i � g���v�� � i�f�v�� � f�v��

V
f

����� W

q

��y
x��i

V�U �����
g

Z

Primer ��� Ako je D endomorfizam diferencira�a beskonaqno�dimenzio�
nalnog vektorskog prostora V � R�x�� tada je Ker�D� � R��x�� Im�D� � R�x��
pa R�x��R��x� �� R�x��

POSLEDICA �� Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V �
Tada

�U �W ��U ��W��U �W ��

Dokaz� Neka je q � V � V�U prirodna projekcija� f � W � V�U �ena re�
strikcija qjW � Tada� Ker�f� � U �W � jer� ��v � W � v � Ker�f� �� �v� �
��� �� v � U � Da�e�

��v � V � �v� � Im�f� �� ��w �W � �v� � �w� �� ��w �W � v � w � U

�� ��u � U���w � W � v � u� w �� v � U �W �� �v� � �U �W ��U�

Dakle� Im�f� � �U �W ��U � Ostaje da se primeni Stav 	�

POSLEDICA 	� Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V
i U 
W 
 V � Tada�

�V�U���W�U� �� V�W�

Dokaz� Funkcija f � V�U � V�W data sa �v�U � v � U �� v �W � �v�W za
svaki v � V je dobro definisana�

�v�U � �v��U �� v � v� � U �� v � v� �W �� �v�W � �v��W �




� M� Drexevi�

f je morfizam�

f�c�v�U � � f��cv�U � � �cv�W � c�v�W � cf��v�U ��

f��v�U � �v��U � � f��v � v��U � � �v � v��W � �v�W � �v��W � f��v�U � � f��v��U ��

Oqigledno� f je surjekcija� Im�f� � V�W � sa jezgrom Ker�f� � W�U � jer

�v�U � Ker�f� �� �v�W � ���W �� v �W �� �v�U �W�U�

Ostaje da se primeni Stav 	�

Uporedite dokaze Posledica � i � sa dokazima Posldica � i ��

Primedba �� Stav 	 i Posledice �� � nazivaju se qesto ��prva�� ��druga��
odnosno ��tre�a teorema o izomorfizmu�� respektivno�

Naredni ��stav o korespondenciji� opisuje konstrukciju familije svih pot�
prostora datog kvocijent prostora�

STAV �� ��
 Za svaki potprostor W � kvocijent prostora V�U posto	
ji taqno jedan potprostor W od V takav da je U 
W 
 V i W � �W�U �

��
 Ako su Z� W potprostori od V koji sadr�e U i Z�� W � korespon	
dentni potprostori od V�U � tada Z 
W �� Z� 
W � i W ��Z� �� W�Z�

Dakle� korsepondencija W ��W � definixe bijekciju sa skupa svih potpro�
stora od V koji sadr�e U na skup svih potprostora od V�U �

Dokaz� ��
 Posmatrajmo podskup W prostora V definisan sa

W � f v � V j �v� � v � U �W � g�

Poxto je W � potprostor od V�U � lako je videti da je W potprostor od V �
Xtavixe� U 
W �

v � U �� �v� � ��� �W � �� v �W�

Da�e� W � � W�U � ��v � V ���v� � W � �� v � W �� �v� � W�U��
Jedinstvenost� Neka je i Z potprostor od V takav da je U 
 Z i W � � Z�U �
Tada�

Z�U � W�U �� ��v � V ���v� � Z�U �� �v� �W�U�

�� ��v � V ��v � Z �� v �W � �� Z �W�

��
 Z 
 W �� ��v � V ��v � Z �� v � W � �� ��v � V ���v� � Z� ��
�v� � W �� �� Z� 
W �� Po Posledici �� W ��Z� � �W�U���Z�U� ��W�Z�

STAV �� Neka su� respektivno� U i Z potprostori vektorskih pro	
stora V i W i f � V �W morfizam takav da je f��U� 
 Z� Tada� za svaki
v � V � korespondencija

�v�U � v � U �� f�v� � Z � �f�v��Z
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definixe �korektno� morfizam �f � V�U �W�Z �za koji se ka�e da je induko	
van na kvocijent prostorima morfizmom f
� Pri tome� ako su p � V � V�U i
q � W �W�Z prirodne projekcije� onda je q � f � �f � p �videti dijagram
�

V
f

����� W

p

��y
��yq

V�U �����
�f

W�Z

Dokaz� Prvo� kako je f��U� 
 Z� �f je korektno definisana� jer�

�v�U � �v��U �� v � v� � U �� f�v�� f�v�� � Z �� �f�v��Z � �f�v���Z �

�Poxto nema zabune� da�e izostav�amo indekse U i Z na originalu i slici�

�f je morfizam� jer� za sve skalare a� b � F i vektore u� v � V � imamo�

�f�a�u� � b�v�� � �f��au� bv�� � �f�au� bv�� � �af�u� � bf�v��

� a�f�u�� � b�f�v�� � a �f�u� � b �f�v��

Konaqno� jednakost q � f � �f � p� tj� komutativnost gor�eg dojagrama� sledi iz

�q � f��v� � q�f�v�� � �f�v�� � �f��v�� � �f�p�v�� � � �f � p��v��

Primedba �� ��
 Ako je f epimorfizam� onda je i �f epimorfizam� f epi
�� q � f epi �� �f � p epi �� �f epi� ����� str� ��� pr� �
�

��
 Ako je U � Ker�f� i Z � f�g� onda je �f monomorfizam�

��u� v � V � �f��u�� � �f��v�� �� �f�u�� � �f�v�� �� f�u�� f�v� � Z � f�g

�� f�u� v� � � �� u� v � Ker�f� � U �� �u� � �v��

Primedba �� Stav 	 �f � Mor�V�W � �� V�Ker�f� �� Im�f�
 je posledi�
ca Stava �� Posmatrajmo funkciju f� � V � Im�f� definisanu sa f��v� � f�v�
za svaki v � V � Oqigledno� f� je epimorfizam i Ker�f�� � Ker�f�� Za pot�
prostor U � Ker�f�� od V i Z � f�g od Im�f� je �f����U� � Z� Na osnovu
Primera �� Im�f� �� Im�f��Z� Prema Stavu � i Primedbi �� indukovani mor�

fizam �f�� � V�Ker�f��� Im�f��f�g je izomorfizam� pa V�Ker�f� �� Im�f�� na
osnovu tranzitivnosti relacije ���
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