HACTABA MATEMATUWUEKE HA ARYJITETUUMA

B. Bojsomuh, B. I'oBemapuma, M. Jopanosuh

HEEKWU JETAJBU Y BE3U CA IIOBOJBIITAKBEM
HACTABE AHAJIN3E

1. Ilpeknon ¢pyHKIHIjA

Hexka je Dom(f) = [a,b], a < b. Kaxe ce ga je ¢ € (a,b) Tauka nperuza mpse
BpcTe pymEmmje f ako mocroje komaurm mumecn f(c — 0) m f(c+ 0) u Bpmjenn

(1) fle=0)# f(e)V f(e+0) # f(c).
Ako je a = ¢, onga ce (1) samjemyje ca

(2) fla+0)# f(a),
azac=bca

(3) f(b—0) # f(b).

Axko Gap jeman ox mumeca f(c—0), f(c+0) e nocroju unu wuje y R, kaxe ce na je
¢ € [a, b] Tauka mpekwma Apyre BpCTe.

TEOPEMA 1. Monomona @ynxuyuja je Henpexuona ual uma Camo Maywke
npexuda npse apcme.

Jloka3yje ce ma MOHOTOHA (YHKWIWja UMa HajBuile npebpOjuBO MHOrO Tadaka
npekuga [2, 106].

ITojam mpeknaHOCTH OBAje mocMaTrpaMo u 300r TOra MTO CY Y BE3W CA UM YecTe
OMallKe, YaK U y NO3HATHM yUOEHANUMA MaTeMaTudke amaamse (OBO HEje CIydaj ca
muTHpaEoM muTepaTypom). Tako ce moxke mahm ma Jlmpuxmeosal dpymrmmja

1, zaze€Q,

D(x):{Q saz € R\ Q

y CBAKO] TAYKU UMa IPEKHJ IPBe BPCTE, & N3 (PYHKIjA

f(x):{ signi, 3a x # 0,

opou3BosbHO, 3a =0

uma mpeknn y ¢ = 0 gpyre BpcTe. YmpaBo je 00pHYTO.

! Dirichlet, Peter Gustav Lejeune (1805-1859)
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IIpumJEP 1. InmpuxiaeoBa ¢yHknuja D mMa y CBakOj TAUKH OIPEKUL APYTe BPCTE.

1 2 1
3amcta, Heka je © € Q. Tanajex+—EQ7x+£¢QnD<x+—> =1,
n n n

2 1
D x+£ = 0 ma me mocroju D(z + 0). Axo x ¢ Q, onga je D (x——) =0
n n
unD|— ) =1 FKakojer— — < — <z, 7o — — 2. Jlakue, He mOCTOju
n n n n
D(z —0).

2. Teopeme o mebhyBpujenHocTMa pyHKIHja

Baxna ocobuna dpymrnuje f uz Cla,b] je ma y3uma cse mebyspujennoctn, 1j. na
3a cBaku Opoj z koju je uameby f(a) u f(b) mocroju ¢ € [a, b] Takas xa je f(c) = z.
Wako je HETYUTHBHO jaCHO O YeMy Ce pagu, OBMM HUje MPEMU3HO MCKA3aHA TEeopeMa.
Cuermy wmam nojam Mmehyspujemrocr, ongoxuo 6utu usmely (mocebuo ce me medu-
Humy, a 3a 1o Hema mm norpebe). [puponuo je (a Ha 1o ce m mucam) ga je 6poj z
u3meby OpojeBa u u v ako je

u<z<v nm v<z<u.
3aMjeHe 3a OBY OUCjYHRIOU]Y CYy
min{u,v} < z < max{u,v},
z € (u,v) U (v,u), omrocro (v — z)(u — z) < 0.
Popuymmmumo caga Teopemy o Mehyspujesgocruma menperugae ¢pynruuje (Te-

opema 0 IpOMeKyTO4HOM 3HavyeHuu (pyc.), Intermediate value theorem (emra.)) mo-
3HaTy u kao Dommamo-Komnjesa? Teopema.

TEOPEMA 2. Heka je f nenpexudna gynryuja wa [a,b]. Tada sa cearu z € R
epujedu

min{ f(a), f(b)} <z <max{f(a), f(b)} = (Jc € (a,b))z = f(c).
MoskeMoO nmucaTé U OBAKO
TeoreMaA 2. f € Cla,b], z € (f(a), f(D)) U(f(D), f(a)) = = € f((a,b)).

Jacuo je ma tBpheme ocTaje Ha CHa3uM M aKO Cy CBM HHTEPBAJU 3aTBOPEHH, I
kopucrehu camo cumbone mmamo, HA TpUMjEp

TeEOPEMA 2.
f€Cla,b] = ((Vz € R)(f(a) = 2)(f(b) = 2) <O = z € f([a,D])).
Y3umajyhu y uperxomnoj ¢opmyiu, cmenumjaano, z = 0 (u uckmyuyjyhn cay-
qaj f(a)f(b) = 0, 3a kKOju je TAYHOCT MMILIMKALUje OYUTIEHA), NOOHMja Ce BasKHA

YU ECHAA

f€Cla,b] = (f(a)f(b) <0 = 0 € f((a,D))).

?Bolzano, Bernhard (1781-1848), Cauchy, Augustin Loius (1789-1857)
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IMocmwenuna nasenene boanano-Kommjese Teopeme je ma je HEMPEKWIHA CIUKA WHTED-
BaJia ONMET WMHTEePBAJ, Tj.

(4) feC(I) = f(I) je uarepsau.

3a mokasze sugjeru [1, 166].

Opuxpyxyjyhn zexom MmaremaTuakom oGjekry (mojMmy) oGjekar (mojam) mcte Bp-
CTe, IPUPOJHO je yOYaBATH 3ajeJHUIHe WM CInyHe 0cobuHe (FOBOPH Ce M O HACIbE-
nuoctu ocobuna). Tako, Ha npuMmjep, ussoaua ¢pymrnuja f’' macmwelyje nepuoauanoct,
auu He u HempekuauocT (mupepennujabunae) pymrmmje f. Vcro tako, 3a f’ Bpujemn
teopema o Mehyspujenmoctuma [1, 199]. 3anumimuBo, npu ToM HEje mOTPebGHO XA je
f' mempexnmaa ¢pymxmmja. Opxpje hemo matm mokas ¥oju je MOAM(MEANmja MOKA3a U3
[2, 118].

TeEOPEMA 3. (Ilap6y?)
f€Dlab], (fa)=2)(f'(b)—2) <0 = =€ f([a,b]).

Joxaz. Pymxnuja g nedurmcana ca

f(a), s r=a,
f(2x2;ci)2—af(a)7 3aa<x<a;b,
g(x) =
f(b);bf_(zz_a), 3aa+b<x<b,
£(b), 3z =b,

je HempekmzHa Ha [a,b], ma mpema Doanano-Kommujesoj Teopemnu u3

(f'(a) = 2)(f'(b) = 2) = (g(a) = 2)(g(b) = 2) <O

ciujemu z € g([a,b]). Hame, npema JlarparxoBoj TeopeMu (0 CpeasH0j BPUjeJHOCTH),
3a cBaku T € [a,b] moctoju 6 € [a,b] Takas ma je g(z) = f'(0), omakne camjemn
9([a,b]) C f'([a, b]).

Haxne, spujenn z € f'([a,b]). m

Cauuro Gopmynu (4) Bpujenn

feD(I) = f'(I) je unrepsa.

3. Heke npuwmjene JlapdyoBe Teopeme

Y yubemmmumma MaTeMaTWdYKe aHaJaum3e, W Kama ce mapomu, Jlapbyosa Teopema
ce obmuno me xopuctu. OBxje hemo, HAa map mpuMjepa, UIYCTPOBATH MPUMjEHY OBE
TeopeMe IPU TOKA3UBAMKHY HEKWX KIACHYHUX DPE3ynTaTa.

Cmenehe tBpheme mokasyje na He MOe CBaka (YHKIMja KOja je De(GUHUCAHA HA
HHTEPBAJy OUTH W3BOJIHA.

3Darboux, Jean Gaston (1842-1917)
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TeEOPEMA 4. Axo je f € Dla,b], onda ' nema na [a,b] npexude npee epcme.

Jokas. Hexka je ¢ € [a,b) Taura npekuna upse Bpcte u, HOp. f'(c) < f'(c +0).
Ocranu caydajesu u3 (1), (2), kao u ¢ = b pasmaTpajy ce cau4eo. 3a TPOU3BOIBAH
z € (f'(e), f'(c + 0)) mocroju ¢ > 0 Takas ma je (c,c +¢] C (¢,b) u 3a cBaku
z € (¢,c+¢€] je z < f'(z). 3aucra, y cyuporaom 6u mocrojao Hu3 T, € (¢,c+ 1/n]
takas ga je z > f'(z,), rako ga 6u 6wmio z > f'(c + 0), wro HEje TagwHo.

Ilaxne, spujemu (f'(c+¢e) —2)(f'(c) —2) <0m z ¢ f'([c,c+¢]), a TO ce kocm
ca Jlapbyosom TeopeMom. B

Cmenehu pesyararu omguOCe ce HA KOHBeKCHE (yHEnuje. Kaxke ce ma je QpyHROmja
f romBekcHa Ha mHTepBaxy | ako 3a mpomssonHe x,y € I u A € [0,1] Bpujenu

(6) FI(L =Nz + Ay) < (1= A)f(x) + Af(y).

Arvoszax #Zyu X € (0,1) y (6) ymjecto smaka < cToju <, Kaxke ce ga je f cTpoOro
komBekcHa Ha . ®Pymknuja f je komkasHa (cTpoOro KoHKaBHA) Ha [ aKO je — f KOHBEKCHA
(cTporo komBekcua) ma I.

TeoPEMA 5. f € Cla,b], f xoneexcha na [a,b] = mnocmoju ¢ € [a, D]
maxae da f onada na [a,c] u pacme Ha [c,b].

Jloxaz (y3 mapepermumjabunroct pyrrmuje f). Axo je f'(z) <0 (f'(x) > 0) ma
(a,b), onma je f crporo omamajyha (crporo pacryha) ma (a,b). Y tpehem cayuajy
nocroje z,y € (a,b) Taksu na je f'(z) < 0u f'(y) > 0, na no HapGyosoj reopemu
nocroju ¢ € (a,b) rakas na je f'(c) = 0. Iomro je f romsekcma, To f’ pacre, ma je
Ha [a,c] f'(x) <0, ama[c,b] f'(z) >0.m

ITpuMIEABA. Be3 ycnosa mudepennujabunaoctn noka3 je cuoxenuju. O6pHyTa

IMIJIMKANAja, ¥ ONIITEeM CIy4ajy, He Bpujexu. Melyrum, y3 HEnpekuqHOCT, 3aKbYyIAK
y TeopeMu 5 €KBUBAJIEHTAH je ca:

3a npoussomne z,y € [a,b] u A € [0,1] epujedu

FI(A =Nz + Ay) < max{f(z), f(y)}-

Y3 mudepernujadunHoCT U OBAje je NOKA3 jeTHOCTABAH.

TEOPEMA 6. Hexa je f dsa nyma dudepenyujabuana dyrwrkyuja wa (a,b) u
¢ € (a,b). Axo je [ xonsexcna na (a,c) u xonkasna wa (¢,b), mada je f"(c) = 0.

Joxas. Axko f mmje cTporo xoHBekcHa Ha (@, C) WIM HAje CTPOrO KOHKABHA HA
(c,b), tBpheme je jacHo. Y3 cTPOry KOHBEKCHOCT, OQHOCHO CTPOLY KOHKABHOCT je
f"(z) > 0 ma (a,c¢) m f"(z) < 0 ma (¢,b). ma mo Hapbyoroj Teopemn MOpa OuTH

f"(c)=0.m

Hexa je f € D[a,b]. Taura ¢ € (a,b) je upeBojua rtauka ¢pyHrnmje f ako mpu
IPONACKY KPO3 ¢ f MHjeEma CTPOTY KOHBEKCHOCT y CTPOTY KOHKABHOCT WJIW OBPHYTO.
Iaxmne, ako je f msa myra mupepennujabunna ¢ymrnmja Ha (a,b) u ¢ (¢ € (a,b))
npesojua taduka Gymrnuje f, omma je f”(c) =0.
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Ob6pryTo He Mopa ma Bpujemu. Ha mpuMmjep, 3a ¢pyHKIHjY
0, zax<0,
ra={",

z*, 3azx >0,

je f""(0) = 0, anu 0 uuje mpesojua Tauka GyHKIEje f.

4. ITocrojame HeonpebheHor MHTErpaia

Kapma ce meduamme mekum mojaM, MOXKEJBHO je PACIPABUTH EHETOBO MOCTOjamhe KAO
71 MHCUCTHPATU HA HEroBoj mpupoxu. Tako, Ha mpumMjep, na Ou ce MCTAKIO aa je
reogpelenu maTerpan ckyn (CBUX IPUMUTHUBHUX (YHKIHja), 4OOPO je KOPUCTUTH 3a-
nuce

[r=1F1F =1},
Fe/f — F'=f.

Caga je jacHo ma dopmyrna (koja ce 0OUYHO y3uMa OUUIIIETHOM)

/cf:c/f7 ceR

Huje TayHa. 3amcra, 3a ¢ = 0 spujenu [0 - f = C, rgje je C Ckyn KOHCTAHTHEX
$pyrrnuja, mok je 0- [ f={0} mm je 0- [ f = @.

Heonpebern urrerpan [ f ysmjex mocroju, a Moxke Outn (ako f HeMa IPUMETHB-
Hy (yEEOUjy) npazal ckym. Y Teopuju ckymosa HOKa3yje ce Oa MOCTOjH, U TO CaMO
jenan, mpasan ckym. lakie, Tpeba TOBOPUTH O HEMpa3HOCTH Ckyma [ f.

Axo ce meoxpehenn marerpan [ f mocmarpa Ha mETepBaiLy, m3 Teopeme 4 mu-
pekTHO ce mobuja

(7) /f # @ = f je HempermIHA WM f MMa CAMO MPEKUIE APYTe BPCTe,

OIHOCHO

(8) (f mma mpekmp npse BpcTe) = /f =9o.

IIPUMIEP 2. [[z]dx =&, x € [1,2], gok je [[z]dx =z + C, z € [1,2).

3a ummaukanujy cynporry o (7) mmamo camenehe:

fecl) = /f;é@.

(OBo ce mokasyje y cakoM kypcy Amanmse I, Bugjern [2, 241].)

Axo f uma mperumme mpyre BpCTe, MOCTOje pa3HE MOTYNHOCTH, IITO TOKA3Yjy
HapeIHW IPUMjepH.
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IMpumJEP 3. 3a Hupuxaeosy ¢ymrnujy D(x), Bmmjeaum cMo ma je CBaku x €
R Tauka mpexuma apyre spcre. Mebyrum, oma mema npumurusey (ymruujy (Ha
npoussossuoM uaTepsBany I C R). 3aucra, ako 6u nocrojana F' taksa ma je F' = D
Ha HekoM nHTepBainy I, mpema (6) 6u D(I) = {0,1} mopao Outu untepsan. akie,
[D(z)de =2,z €.

ITpuMIEP 4. 3a GyHRIHjY

pr iy | 1 20
f(x):{ rsin— —cos—, 323 ,
0, 3a x =0,
IPEMUTHBHA je
22 sin 1 3a T #£0
F(z)= { x’ ’
0, 3a x =0,
maxo f mMa y Hyam npekup apyre spere. Osgje je [ f(z)dx = F(z)+ C, z € R.

Ha xpajy, masemqumo 1a u3 teopeme 1 u (7) caumjenn

f momorona ma I, /f # & —> f wempekunna Ha I.
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OBABEIITEIHE

50 TOIVMHA NIPYIITBA MATEMATUNYAPA CPBUJE

Y jamyapy 1998. rommue maspmwuhe ce 50 rommua on ocEmBama pymTBa Ma-
remarngapa CpbOuje. IlemTpamsa mpocmasa oBor jyOuieja mpemuba ce 3a Bpeme
Penybauukor ceMmurapa o HACTaBU MATEMATHKE W PAIyHAPCTBA.



