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NEKI DETA�I U VEZI SA POBO�XA�EM

NASTAVE ANALIZE

�� Prekidi funkcija

Neka je Dom�f� � �a� b�� a � b� Ka�e se da je c � �a� b� taqka prekida prve
vrste funkcije f ako postoje konaqni limesi f�c� �� i f�c� �� i vrijedi

��� f�c� �� �� f�c� � f�c� �� �� f�c��

Ako je a � c� onda se ��� zamje�uje sa

�	� f�a� �� �� f�a��

a za c � b sa

�
� f�b� �� �� f�b��

Ako bar jedan od limesa f�c� ��� f�c��� ne postoji ili nije u R� ka�e se da je
c � �a� b� taqka prekida druge vrste�

TEOREMA �� Monotona funkcija je neprekidna ili ima samo taqke
prekida prve vrste�

Dokazuje se da monotona funkicija ima najvixe prebrojivo mnogo taqaka
prekida �	� �
���

Pojam prekidnosti ovdje posmatramo i zbog toga xto su u vezi sa �im qeste
omaxke� qak i u poznatim ubenicima matematiqke analize �ovo nije sluqaj sa
citiranom literaturom�� Tako se mo�e na�i da Dirihleova� funkcija

D�x� �

�
�� za x � Q�
�� za x � R nQ

u svakoj taqki ima prekid prve vrste� a da funkcija

f�x� �

�
sign

�

x
� za x �� ��

proizvo�no� za x � �

ima prekid u x � � druge vrste� Upravo je obrnuto�

�Dirichlet� Peter Gustav Lejeune ����������	
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Primjer �� Dirihleova funkcija D ima u svakoj taqki prekid druge vrste�
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�� Teoreme o me�uvrijednostima funkcija

Va�na osobina funkcije f iz C�a� b� je da uzima sve me�uvrijednosti� tj� da
za svaki broj z koji je izme�u f�a� i f�b� postoji c � �a� b� takav da je f�c� � z�
Iako je intuitivno jasno o qemu se radi� ovim nije precizno iskazana teorema�
Smet�u qini pojam me�uvrijednost� odnodno biti izme�u �posebno se ne defi�
nixu� a za to nema ni potrebe�� Prirodno je �a na to se i misli� da je broj z
izme�u brojeva u i v ako je

u � z � v ili v � z � u�

Zamjene za ovu disjunkciju su

minfu� vg � z � maxfu� vg�
z � �u� v� � �v� u�� odnosno �v � z��u� z� � ��

Formuliximo sada teoremu o me�uvrijednostima neprekidne funkcije �Te�
orema o prome�utoqnom znaqenii �rus��� Intermediate value theorem �engl��� po�
znatu i kao Bolcano�Koxijeva� teorema�

TEOREMA �� Neka je f neprekidna funkcija na �a� b�� Tada za svaki z � R
vrijedi

minff�a�� f�b�g � z � maxff�a�� f�b�g �� ��c � �a� b�� z � f�c��

Mo�emo pisati i ovako

TEOREMA ��� f � C�a� b�� x � �f�a�� f�b�� � �f�b�� f�a�� �� z � f��a� b���

Jasno je da tvr�e�e ostaje na snazi i ako su svi intervali zatvoreni� pa
koriste�i samo simbole imamo� na primjer

TEOREMA ����

f � C�a� b� �� ��	z � R��f�a�� z��f�b�� z� � � �� z � f��a� b����

Uzimaju�i u prethodnoj formuli� specijalno� z � � �i isk�uquju�i slu�
qaj f�a�f�b� � �� za koji je taqnost implikacije oqigledna�� dobija se va�na
qi�enica

f � C�a� b� �� �f�a�f�b� � � �� � � f��a� b����

�Bolzano� Bernhard ��
�������	� Cauchy� Augustin Loius ��
������
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Pos�edica navedene Bolcano�Koxijeve teoreme je da je neprekidna slika inter�
vala opet interval� tj�

��� f � C�I� �� f�I� je interval�

Za dokaze vidjeti ��� �����

Pridru�uju�i nekom matematiqkom objektu �pojmu� objekat �pojam� iste vr�
ste� prirodno je uoqavati zajedniqne ili sliqne osobine �govori se i o nas�e�
dnosti osobina�� Tako� na primjer� izvodna funkcija f � nas�e�uje periodiqnost�
ali ne i neprekidnost �diferencijabilne� funkcije f � Isto tako� za f � vrijedi
teorema o me�uvrijednostima ��� ����� Zanim�ivo� pri tom nije potrebno da je
f � neprekidna funkcija� Ovdje �emo dati dokaz koji je modifikacija dokaza iz
�	� �����

TEOREMA 	� �Darbu��

f � D�a� b�� �f ��a�� z��f ��b�� z� � � �� z � f ���a� b���

Dokaz� Funkcija g definisana sa

g�x� �

�������	
������


f ��a�� za x � a�

f�	x� a�� f�a�

	x� 	a
� za a � x �

a� b

	
�

f�b�� f�	x� a�

	b� 	x
� za

a� b

	
� x � b�

f ��b�� za x � b�

je neprekidna na �a� b�� pa prema Bolcano�Koxijevoj teoremi iz

�f ��a�� z��f ��b�� z� � �g�a�� z��g�b�� z� � �

slijedi z � g��a� b��� Da�e� prema Lagran�ovoj teoremi �o sred�oj vrijednosti��
za svaki x � �a� b� postoji � � �a� b� takav da je g�x� � f ����� odakle slijedi
g��a� b�� 
 f ���a� b���

Dakle� vrijedi z � f ���a� b���

Sliqno formuli ��� vrijedi

f � D�I� �� f ��I� je interval�

	� Neke primjene Darbuove teoreme

U ubenicima matematiqke analize� i kada se navodi� Darbuova teorema
se obiqno ne koristi� Ovdje �emo� na par primjera� ilustrovati primjenu ove
teoreme pri dokaziva�u nekih klasiqnih rezultata�

S�ede�e tvr�e�e pokazuje da ne mo�e svaka funkcija koja je definisana na
intervalu biti izvodna�

�Darboux� Jean Gaston ���������
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TEOREMA 
� Ako je f � D�a� b�� onda f � nema na �a� b� prekide prve vrste�

Dokaz� Neka je c � �a� b� taqka prekida prve vrste i� npr� f ��c� � f ��c� ���
Ostali sluqajevi iz ���� �	�� kao i c � b razmatraju se sliqno� Za proizvo�an
z � �f ��c�� f ��c � ��� postoji � � � takav da je �c� c � �� 
 �c� b� i za svaki
x � �c� c� �� je z � f ��x�� Zaista� u suprotnom bi postojao niz xn � �c� c� ��n�
takav da je z � f ��xn�� tako da bi bilo z � f ��c� ��� xto nije taqno�

Dakle� vrijedi �f ��c� ��� z��f ��c�� z� � � i z �� f ���c� c� ���� a to se kosi
sa Darbuovom teoremom�

S�ede�i rezultati odnose se na konveksne funkcije� Ka�e se da je funkcija
f konveksna na intervalu I ako za proizvo�ne x� y � I i � � ��� �� vrijedi

�� f���� ��x � �y� � ��� ��f�x� � �f�y��

Ako za x �� y i � � ��� �� u ��� umjesto znaka � stoji �� ka�e se da je f strogo
konveksna na I� Funkcija f je konkavna �strogo konkavna� na I ako je �f konveksna
�strogo konveksna� na I�

TEOREMA �� f � C�a� b�� f konveksna na �a� b� �� postoji c � �a� b�
takav da f opada na �a� c� i raste na �c� b��

Dokaz �uz diferencijabilnost funkcije f�� Ako je f ��x� � � �f ��x� � �� na
�a� b�� onda je f strogo opadaju�a �strogo rastu�a� na �a� b�� U tre�em sluqaju
postoje x� y � �a� b� takvi da je f ��x� � � i f ��y� � �� pa po Darbuovoj teoremi
postoji c � �a� b� takav da je f ��c� � �� Poxto je f konveksna� to f � raste� pa je
na �a� c� f ��x� � �� a na �c� b� f ��x� � ��

Primjedba� Bez uslova diferencijabilnosti dokaz je slo�eniji� Obrnuta
implikacija� u opxtem sluqaju� ne vrijedi� Me�utim� uz neprekidnost� zak�uqak
u teoremi � ekvivalentan je sa�

za proizvo�ne x� y � �a� b� i � � ��� �� vrijedi

f���� ��x � �y� � maxff�x�� f�y�g�

Uz diferencijabilnost i ovdje je dokaz jednostavan�

TEOREMA �� Neka je f dva puta diferencijabilna funkcija na �a� b� i
c � �a� b�� Ako je f konveksna na �a� c� i konkavna na �c� b�� tada je f ���c� � ��

Dokaz� Ako f nije strogo konveksna na �a� c� ili nije strogo konkavna na
�c� b�� tvr�e�e je jasno� Uz strogu konveksnost� odnosno strogu konkavnost je
f ���x� � � na �a� c� i f ���x� � � na �c� b�� pa po Darbuovoj teoremi mora biti
f ���c� � ��

Neka je f � D�a� b�� Taqka c � �a� b� je prevojna taqka funkcije f ako pri
prolasku kroz c f mije�a strogu konveksnost u strogu konkavnost ili obrnuto�
Dakle� ako je f dva puta diferencijabilna funkcija na �a� b� i c �c � �a� b��
prevojna taqka funkcije f � onda je f ���c� � ��
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Obrnuto ne mora da vrijedi� Na primjer� za funkciju

f�x� �

�
�� za x � ��

x�� za x � ��

je f ����� � �� ali � nije prevojna taqka funkcije f �


� Postojae neodre�enog integrala

Kada se definixe neki pojam� po�e�no je raspraviti �egovo postoja�e kao
i insistirati na �egovoj prirodi� Tako� na primjer� da bi se istaklo da je
neodre�eni integral skup �svih primitivnih funkcija�� dobro je koristiti za�
pise Z

f � fF j F � � f g�

F �
Z

f �� F � � f�

Sada je jasno da formula �koja se obiqno uzima oqiglednom�Z
cf � c

Z
f� c � R

nije taqna� Zaista� za c � � vrijedi
R
� � f � C� gdje je C skup konstantnih

funkcija� dok je � � R f � f�g ili je � � R f � ��

Neodre�eni integral
R
f uvijek postoji� a mo�e biti �ako f nema primitiv�

nu funkciju� prazan skup� U Teoriji skupova dokazuje se da postoji� i to samo
jedan� prazan skup� Dakle� treba govoriti o nepraznosti skupa

R
f �

Ako se neodre�eni integral
R
f posmatra na intervalu� iz teoreme � di�

rektno se dobija

���

Z
f �� � �� f je neprekidna ili f ima samo prekide druge vrste�

odnosno

��� �f ima prekid prve vrste� ��
Z

f � ��

Primjer ��
R
�x� dx � �� x � ��� 	�� dok je

R
�x� dx � x� C� x � ��� 	��

Za implikaciju suprotnu od ��� imamo s�ede�e�

f � C�I� ��
Z

f �� ��

�Ovo se dokazuje u svakom kursu Analize I� vidjeti �	� 	�����

Ako f ima prekide druge vrste� postoje razne mogu�nosti� xto pokazuju
naredni primjeri�
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Primjer �� Za Dirihleovu funkciju D�x�� vidjeli smo da je svaki x �
R taqka prekida druge vrste� Me�utim� ona nema primitivnu funkciju �na
proizvo�nom intervalu I 
 R�� Zaista� ako bi postojala F takva da je F � � D
na nekom intervalu I� prema ��� bi D�I� � f�� �g morao biti interval� Dakle�R
D�x� dx � �� x � I�

Primjer �� Za funkciju

f�x� �

�
	x sin

�

x
� cos

�

x
� za x �� ��

�� za x � ��

primitivna je

F �x� �

�
x� sin

�

x
� za x �� ��

�� za x � ��

iako f ima u nuli prekid druge vrste� Ovdje je
R
f�x� dx � F �x� � C� x � R�

Na kraju� navedimo da iz teoreme � i ��� slijedi

f monotona na I�

Z
f �� � �� f neprekidna na I�
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OBAVEXTE�E

�� GODINA DRUXTVA MATEMATIQARA SRBIJE

U januaru ����� godine navrxi�e se �
 godina od osniva�a Druxtva ma�
tematiqara Srbije� Centralna proslava ovog jubileja predvi�a se za vreme
Republiqkog seminara o nastavi matematike i raqunarstva�


