
MOJ QAS
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ARITMETIQKI NIZ

Qas obrade u III razredu Gimnazije u Bosilegradu

�� Uvodni deo qasa �� minuta�� Proveravamo doma�e zadatke� Ponav�
�amo osnovne pojmove o nizovima �definicija� naqini zadava	a� ograniqenost�
monotonost�
 posebno se zadr�avamo na pojmu indeksa qlana niza
 uoqavamo su�
sedne qlanove� qlan koji prethodi nekom qlanu niza�

�� Glavni deo qasa ��
 minuta�� Istiqemo ci� qasa� upozna�emo se sa
aritmetiqkim nizom i nekim 	egovim svojstvima�

Profesor� Po�imo od nekoliko jednostavnih primera nizova� zadatih
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Imaju li oni neko od spomenutih svojstava �ograniqenost� monotonost��

Uqenik �� Niz �an� je ograniqen� jer postoje brojevi g �
�
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� G � �� takvi

da je za sve n � N ispu	eno
�

�
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Uqenik �� Niz �bn� je ograniqen� jer postoje brojevi g � �� G � �� takvi
da je za sve n � N ispu	eno � � bn � �� On je strogo opadaju�i jer je za sve
n � N ispu	eno

an�� � an �
�

n� �
�

�

n
�

n� �n� ��

�n� ��n
�

��

n�n� ��
� ��

dakle an�� � an�



Aritmetiqki niz ��

Uqenik �� Niz �cn� je strogo rastu�i� ograniqen je odozdo �g � 	� ali nije
ograniqen odozgo� pa nije ograniqen� Niz �dn� je strogo opadaju�i� ograniqen
je odozgo �G � ��� ali nije ograniqen odozdo� pa nije ograniqen� Treba li da
doka�em ovo�

Profesor� Nije potrebno
 uostalom� radili smo takve primere na pret�
hodnom qasu� Upozna�emo sada jedan novi niz� koji mo�emo dodeliti svakom
datom nizu� Dodelimo nizu �xn�n�N niz �dn�n�N � �xn�� � xn�n�N� To je� kao
xto vidimo� niz razlika qlanova niza �xn�� poqev od drugog� i 	ima prethodnih
qlanova� Dakle�
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Vidimo da je za niz �an� to niz qiji je opxti qlan dn �
�
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� Napiximo nekoliko qlanova tog niza i na�imo nizove

takvih razlika za ostala tri data niza�

Uqenik �� Za niz �an� dobijamo niza razlika�
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Uqenik �� Za niz �bn� nalazimo niz razlika�
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Uqenik �� Za nizove �cn� i �dn� dobijamo konstantne nizove� Za �cn� to je
niz ���n�N a za niz �dn� je to niz ����n�N� Dakle� nizovi razlika su ��� �� �� 
 
 
 �
odnosno ���������� 
 
 
 ��

Profesor� Nizovi brojeva koji imaju svojstvo ova posled	a dva niza su
aritmetiqki nizovi� Zapiximo sada definiciju�

Niz brojeva� kod koga je razlika izme�u bilo kog qlana �poqev od drugog� i
	emu prethodnog qlana konstantna� je aritmetiqki niz� Broj kojem su jednake
sve takve razlike je razlika �diferencija� tog niza
 obiqno ga oznaqavamo da d�

Mo�e li neko da zapixe simbolima ovo svojstvo�

Uqenik �� d � x� � x� � x� � x� � x� � x� � � � � � xn � xn�� � � � � �

Profesor� Ako znamo x� i d� iz ovih jednakosti mo�emo svaki od qlanova
aritmetiqkog niza izraziti preko x� i d� Kako�

Uqenik 	� Evo� na primer�

x� � x� � d� x� � x� � d� x� � x� � d� 
 
 
 � xn � xn�� � d� 
 
 


Profesor� Ali� to jox nije ono xto smo �eleli�

Uqenik 	� Nije ali� ako u drugoj jednakosti x� zamenimo iz prve� a zatim
nastavimo� dobi�emo

x� � x� � d� d � x� � �d� x� � x� � �d� d � x� � �d� 
 
 
 �



�� N� Aleksandrov

pa vidimo da je za svako n � N taqna jednakost

xn � x� � �n� ��d�

Profesor� Xta znaqi ��vidimo�� Da li je time ovo tvr�e	e dokazano�

Uqenik 	� Nije� ali �emo ga lako dokazati metodom matematiqke induk�
cije�

Profesor� Taqno� Uradite to za doma�i� Ako uzmemo u obzir do sada
reqeno o aritmetiqkom nizu� zak�uqujemo da je on potpuno odre�en svojim prvim
qlanom x� i razlikom d� Formula koju smo izveli

��� xn � x� � �n� ��d

je formula za opxti qlan takvog niza i pokazuje kako se bilo koji qlan
aritmetiqkog niza mo�e izraziti pomo�u prvog qlana x�� razlike d i indeksa
n tog qlana� Sada smo u mogu�nosti da aritmetiqki niz� zadat svojim prvim
qlanom i razlikom� napixemo na drugi naqin� Ho�e li neko�

Uqenik 
�
�
x� � �n� ��d

�
n�N

�

Profesor� Napixi to i u razvijenom obliku�

Uqenik 
� �x�� x� � d� x� � �d� x� � �d� 
 
 
 ��

Profesor� Dobro� Upozna�emo i neka druga svojstva aritmetiqkog niza�
Ja �u poqeti� Svaki qlan aritmetiqkog niza� poqev od drugog� jednak je aritme�
tiqkoj sredini dva 	emu susedna qlana� onog koji mu prethodi i onog koji mu
sledi� Uverimo se u to�

Uqenik ��� Qlanu a� susedni su a� i a�� Imamo da je a� � a� � d�
a� � a� � �d� Stoga
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�
� a� � d � a��

Qlanu a� susedni su a� i a�� Kako je a� � a� � d� a� � a� � �d� a� � a� � �d� to
je

a� � a�
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�
� a� � �d � a��

Proizvo�nom qlanu an aritmetiqkog niza susedni su an�� i an��� pri qemu
je n � �� Kako je an � a� � �n � ��d� an�� � a� � ��n � �� � ��d� an�� �
a� � ��n� ��� ��d� to je

an�� � an��
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Uqenik ��� Profesore� ja sam utvrdio da je
a� � a�

�
� a�� Evo
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�
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Profesor� Taqno� Ti si� u stvari� naslutio jedno opxtije svojstvo ari�
tmetiqkog niza� Ako je p neki prirodan broj� svaki je qlan aritmetiqkog niza



Aritmetiqki niz ��

poqev od �p � ���og jednak aritmetiqkoj sredini qlanova niza koji se nalaze p

mesta ispred i p mesta iza 	ega u nizu� Dakle� za svako n � p je

an �
an�p � an�p

�
�

Tako je� na primer� ako uzmemo p � ��

a�� �
a�� � a��

�
�

Ko �e da doka�e ovo tvr�e	e�

Uqenik ��� an�p � a� � ��n � p� � ��d� an � a� � �n � ��d� an�p �
a� � ��n� p�� ��d�

an�p � an�p

�
�

a� � �n� p� ��d� a� � �n� p� ��d

�

�
a� � �n� ��d� pd� a� � �n� ��d� pd

�

�
�a� � ��n� ��d

�
� a� � �n� ��d � an�

Profesor� Qesto se ka�e da su qlanovi an�p i an�p simetriqni u odnosu
na an� Ako za tri broja x� y� z va�i �za neko a i neko d��

x � a� y � a� d� z � a� �d ili

x � a� d� y � a� z � a� d ili

x � a� �d� y � a� d� z � a�

to su tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza sa razlikom d� No� ne znamo koji
su po redu �ne znamo 	ihove indekse�� Uradi�emo sada dva jednostavna zadatka�

�� Zadat je niz brojeva ��� �� �� ��� 
 
 
 � qiji je opxti qlan an � �n � ��
Uveriti se da je to aritmetiqki niz� Da li je broj ��
 qlan tog niza� Ako
jeste� koji mu je indeks�

Uqenik ��� To jeste aritmetiqki niz jer je razlika an�� � an �
��n � �� � � � ��n � �� � � za svako n� Dakle� d � �� a� � �� Ako je ��

qlan tog niza� onda postoji n � N� takav da je �n � � � ��
� Odavde nalazimo
n � ���� Stoga je ��
 � a���� pa ��
 jeste qlan jiza i indeks mu je ����

Profesor� Dobro� Evo i drugog zadatka�

�� Izme�u brojeva � i �� umetnuti pet brojeva tako da dobijenih sedam
brojeva bude prvih sedam qlanova aritmetiqkog niza�

Uqenik ��� Mora biti a� � �� a� � ��� Iz formule an � a�� �n� ��d� za
n � �� nalazimo �� � �� �d� odnosno d � �� Stoga su tra�eni brojevi �� ��� ���
�� i ���

Profesor� Uradi�emo jox jedan zadatak�

�� Dati su prvi i tre�i qlan aritmetiqkog niza� a� � ��� a� � �	� Odre�
diti indeks najma	eg pozitivnog qlana tog niza�



�� N� Aleksandrov

Uqenik ��� Zbog a� � a���d imamo �	 � ����d� odakle nalazimo d � ���
Stoga je formula opxteg qlana tog niza an � �� � �n � ������� Prema zahtevu
mora biti �� � �n � ������ � �� dakle �� � �n � �� odnosno �n � ��� Najve�i
prirodan broj n za koji je �n � �� je broj ��� Zaista� � � �� � �� � ��� ali
� � �� � �
 � ��� Dakle� tra�eni indeks je ��� Odgovaraju�i qlan niza je
a�� � ��� � � �� � �� Slede�i qlan je negativan �a�� � ��� � � �� � ����

Profesor� Rexi�emo sada i qetvrti zadatak� koji se bitno razlikuje od
prethodnih�

�� Na�i zbir svih jednocifrenih i dvocifrenih neparnih brojeva�

Uqenik ��� Treba na�i zbir �� �� 	� � � ����� ��� �� � � �� �� 	 � ��

 
 


Profesor� Potraja�e ako ovako nastavix� Pokuxaj istovremeno sa tra�
�enim zbirom posmatrati isti zbir� ali sa sabircima pore�anim u obrnutom
poretku�

S � � � � � 	 � � � �� �� � ��

S � �� � �� � �	 � � � �� � � ��

i na�i zbir ta dva zbira�

Uqenik ��� Grupisa�u sabirke�

�S � �� � ��� � �� � ��� � �	 � �	� � � � �� ��� � �� � ��� � ���

U svakoj od zagrada zbir je ���� a takvih zagrada ima 
 
 
 Ima ih oko �
� mo�da
���

Profesor� Uoqimo da su brojevi �� �� �� 
 
 
 � �� qlanovi aritmetiqkog
niza qiji je prvi qlan � i razlika �� �egov opxti qlan je an � �n� �� n � N�
Za n � � dobijamo a� � �� Broj �� dobijamo za n � 	�� zbog �� � � � 	� � ��
Dakle� tra�imo zbir prvih �
 qlanova tog niza�

Uqenik ��� Znam� Ima taqno �
 zagrada� pa je �S � 	� � ���� Stoga je
tra�eni zbir

S � 	� � 	� � �	���

Profesor� Taqno� Vidimo da smo uspeli izraqunati zbir prvih �
 qla�
nova jednog aritmetiqkog niza� Nauqi�emo sada kako se nalazi zbir prvih n

qlanova proizvo�nog aritmetiqkog niza�
Posmatrajmo aritmetiqki niz �a�� a�� a�� 
 
 
 � i potra�imo zbir 	egovih pr�

vih n qlanova� Oznaqimo tra�eni zbir sa Sn� Na isti naqin kao u zadatku �
imamo

Sn � a� � a� � a� � � � �� an�� � an

Sn � an � an�� � an�� � � � �� a� � a�

�Sn � �a� � an� � �a� � an��� � �a� � an��� � � � �� �an�� � a�� � �an � a���

Uoqimo da je a� � an�� � �a� � d� � an�� � a� � �d � an��� � a� � an� a� �
an�� � �a� � �d� � an�� � a� � ��d � an��� � a� � an� 
 
 
 Za svako � � k � n



Aritmetiqki niz �	

je ak � an�	k��
 � �a� � �k � ��d� � an�	k��
 � a� � ��k � ��d � an�	k��
� �
a� � an�	k��
�	k��
 � a� � an� Stoga nalazimo

�Sn � n�a� � an�

odnosno

��� Sn �
n

�
�a� � an��

To je formula za nala�e	e zbira prvih n qlanova aritmetiqkog niza� Zbog
an � a� � �n� ��d� formula ��� se mo�e pisati i u obliku

���� Sn �
n

�

�
�a� � �n� ��d

�
�

Uradi�emo jox neke zadatke�

�� Izraqunati zbir prvih petnaest qlanova aritmetiqkog nizom� zadatog
formulom opxteg qlana an � �� �n�

Uqenik ��� To je niz ��� ������	� 
 
 
 �� Imamo da je a� � �� d � ���
n � �	� Koriste�i se formulom ���� nalazimo

S�� �
�	

�
�� � � � ��	� ������� �

�	

�
� �� � �	 � �� � �		�

Profesor� Taqno� Ovo nije bilo slo�eno� Evo jox jednog zadatka�

�� Za zida	e fabriqkog dim	aka visine ��m pla�a se za prvi metar �
 di�
nara� a za svaki da�i metar po �
 dinara vixe� Kolika je cena zida	a posled	eg
metra� a koliko koxta zida	e qitavog dim	aka�

Uqenik �	� Ako sa cn oznaqim cenu zida	a n�tog metra dim	aka� imamo
da je

c� � ��� d � ���

Tra�imo c�� i S��� Koriste�u se formulama ��� i ����

c�� � c� � ���� ��d � �� � �	 � �� � 	���

S�� �
��

�
�c� � c��� �

��

�
��� � 	��� � �� � ��� � 
����

Dakle� cena zida	a posled	eg metra je ��
 dinara a zida	e celog dim	aka
koxta �
�
 dinara�

�� Zavrxni deo qasa ��
 minuta��

Profesor� Upoznali smo aritmetiqki niz� Kakav je to niz�

Uqenik �
� To je niz brojeva kod kojeg je razlika svakog 	egovog qlana�
poqev od drugog� i qlana koji mu u nizu prethodi� konstantna� Ta konstantna
razlika je razlika ili diferencija aritmetiqkog niza i obiqno je oznaqavamo
sa d�

Profesor� Ako je niz �an�n�N aritmetiqki� 	egovi su qlanovi aritme�
tiqke sredine nekih drugih qlanova tog niza� Kojih�



�� N� Aleksandrov

Uqenik ��� Svaki qlan �poqev od drugog� aritmetiqkog niza je aritme�
tiqka sredina dva 	emu susedna qlana ili dva od 	ega u nizu jednako ��uda�ena�
qlana�

Profesor� Za aritmetiqki niz �an�n�N qija je razlika d� 	egov opxti
qlan i zbir prvih n qlanova tog niza mogu se izraziti pomo�u prvog qlana i d�
Kako�

Uqenik ��� Pomo�u formule opxteg qlana�

an � a� � �n� ��d�

odnosno pomo�u formule za zbir prvih n qlanova�

Sn �
n

�
��a� � �n� ��d��

Profesor� Taqno� Napomenimo da se u ove dve formule pojav�uje pet
veliqina� a�� d� n� an� Sn� Stoga je mogu�no dve od 	ih �bilo koje� izraziti
pomo�u ostale tri� Iz skupa od � elemenata dva od 	ih se mogu izabrati na
	 � �

�
� �� naqina� pa postoji �
 u osnovi razliqitih zadataka� Neki od 	ih

dovode do linearnih a neke do kvadratnih jednaqina� Uveri�ete se u to dok
budete radili doma�e zadatke� Ne zaboravite dokaz formule opxteg qlana�
Pored toga uradite i�

�� Na�i lako� brzo i taqno zbir svih prirodnih brojeva od � do �

�

�� Qetvrti qlan aritmetiqkog niza je �� a dvanaesti �� Na�i deveti qlan tog
niza i zbir 	egovih prvih pedeset qlanova�

�� Razlika aritmetiqkog niza je �� 	egov peti qlan je � a zbir izvesnog broja
	egovih qlanova je ��� Koji je to niz i koliko je qlanova u tom zbiru�

�� Za kopa	e bunara radniku je pla�eno �
�
 dinara� Kolika je bila dubina
bunara ako je za prvi metar pla�eno ��
 dinara� a za svaki da�i metar �

dinara vixe nego za prethodni�


