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DIFERENCIJABILNOST IMPLICITNE FUNKCIJE

U u�benicima Matematiqke analize� u poglav�ima koja se odnose na di�
ferencira�e funkcija vixe promen�ivih� pojav�uje se teorema o implicitnoj
funkciji� Ona pod odre�enim pretpostavkama tvrdi lokalnu egzistenciju i je�
dinost glatke implicitne funkcije� Ta teorema u punom obliku ima samo teo�
rijski znaqaj� Prilikom rexava�a konkretnih zadataka o implicitnoj funkciji
najqex�e se dokazuje egzistencija globalnog karaktera� Tu teorema o lokalnoj
egzistenciji nije od velike pomo�i� Teorema o implicitnoj funkciji se naj�
qex�e prime�uje u situaciji kada je potrebno dokazati glatkost implicitne
funkcije� Tako se u praksi od ove priliqno texke i slo	ene teoreme koristi
samo jedan �en deo� za koji bi se qak moglo re�i da predstav�a usputni rezultat�

Mix�e�a smo da pita�e egzistencije i pita�e glatkosti implicitne funk�
cije treba razdvojiti� Teorema koja rexava pita�e diferencijabilnosti impli�
citne funkcije dokazuje se dosta jednostavno� znatno lakxe od teoreme egzisten�
cije� Ona glasi


TEOREMA �� Neka su X� Y i Z normirani prostori� D skup u X � Y i
U skup u X� Neka je f funkcija koja preslikava D u Z i neka je g funkcija
koja preslikava U u Y � tako da je f�x� g�x�� � �� za svako x � U � Ako va�i

a� funkcija g je neprekidna u unutrax�oj taqki a skupa U �
b� funkcija f je diferencijabilna �u Frexeovom smislu� u taqki �a� b��

b � g�a��
c� izvod po y funkcije f u taqki �a� b� je izomorfizam prostora Y i Z�

onda je funkcija g diferencijabilna u taqki a� i pri tom je

��� g��a� � �fy�a� g�a��
��

�fx�a� g�a���

Dokaz� Kako je funkcija f diferencijabilna u taqki �a� b�� to se ona mo	e
predstaviti u obliku

��� f�x� y� � f�a� b� �A�x� a� �B�y � b� � �kx� ak� ky � bk���x� y��

gde je A � fx�a� b�� B � fy�a� b�� i gde je � funkcija koja prsilkava skup D u
Z� koja je neprekidna u taqki �a� b� i zadovo�ava uslov ��a� b� � �� Ako u ��
zamenimo y sa g�x�� dobijamo da je

��� A�x� a� �B�g�x�� g�a�� � �kx� ak� kg�x�� g�a�k���x� g�x�� � ��
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Odavde sledi

�
� g�x� � g�a��B��A�x� a� � kx� ak��x��

gde je � funkcija koja preslikava U u Y � zadata sa

��� ��x� � ��� � kg�x�� g�a�k�kx� ak�B����x� g�x��� ��a� � ��

Dovo�no je dokazati da je funkcija � neprekidna u taqki a� S obzirom na ���
dovo�no je dokazati da je izraz kg�x�� g�a�k�kx�ak ograniqen u nekoj okolini
taqke a� Iz �� sledi da je

��� kg�x�� g�a�k � kB��Akkx� ak� �kx� ak� kg�x�� g�a�k�kB����x� g�x��k�

odakle dobijamo da je

�� kg�x�� g�a�k�kx�ak � �kB��Ak� kB����x� g�x��k�����kB����x� g�x��k��

Izraz na desnoj strani nejednakosti �� ima konaqnu graniqnu vrednost u taqki
a� pa je zato ograniqen u nekoj �enoj okolini�

Slede�a teorema govori o glatkosti implicitne funkcije�

TEOREMA �� Neka su X normiran prostor� Y i Z Banahovi prostori�
D otvoren skup u X � Y i U otvoren skup u X� Neka je f funkcija koja
preslikava D u Z i neka je g funkcija koja preslikava U u Y � tako da je
f�x� g�x�� � �� za svako x � U � Ako va�i

a� funkcija g je neprekidna na skupu U �
b� funkcija f je k puta neprekidno diferencijabilna na skupu D�
c� izvod po y funkcije f u svakoj taqki skupa D je izomorfizam prostora

Y i Z�
onda je funkcija g k puta neprekidno diferencijabilna na skupu U �

Tvr�e�e ove teoreme se dokazuje metodom matematiqke indukcije po k� po�
mo�u ��� pretpostavke da je funkcija f klase Ck i qi�enice da je operator
invertova�a klase C� na Isom�Y� Z� �vidi ���� glava �� teorema ������
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