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RASTOJA�E IZME�U TAQAKA EUKLIDSKE

RAVNI E
� IZVEDENO IZ DVORAZMERE

TAQAKA PROJEKTIVNE RAVNI P
����E�

Problem rastoja�a �distance� izme�u dve ma koje taqke nekog prostora spa�
da u fundamentalne pojmove�

DEFINICIJA �� Neka je M ma kakav neprazan skup i A� B i C ma koja tri
elementa toga skupa� tj� A� B� C � M � Preslikava�e d � M� � ������ naziva
se rastoja�em ili distancom� ako su ispu�eni slede	i uslovi


���

�� ��A�B �M� d�A�B� � ��

�� d�A�B� 	 � �� A 	 B�


� d�A�B� 	 d�B�A��

�� ��A�B�C �M� d�A�C� � d�A�B� � d�B�C��

Ure�en par �M�d� naziva se metriqki prostor� a rastoja�e d � M� � ������
nazivamo metrikom na skupuM � Elemente A� B� C skupaM nazivamo taqkama
prostora �M�d��

PRIMER� Ako za skup M uzmemo realnu ravan R�� a kao elemente iz R�

taqke A�xA� yA� i B�xB � yB� prikazane svojim koordinatama� onda se rastoja�e
d�A�B� izme�u tih taqaka uvodi na slede	i naqin

��� d�A�B� 	
p

�xB � xA�� � �yB � yA���

Nije texko utvrditi da ovako definisano rastoja�e izme�u taqaka A i B ravni

R
� zadovo�ava sva qetiri uslova iz relacije ����

DEFINICIJA �� Transformacija f � M � M prostora �M�d� kod koje je
d�f�A�� f�B�� 	 d�A�B�� tj� transformacija koja quva rastoja�e� naziva se izo�
metrijskom transformacijom ili transformacijom podudarnosti prosto�
ra �M�d��

Iz nevedene definicije se vidi da je rastoja�e brojevna invarijanta izo�
metrijskih transformacija prostora �M�d�� Ta invarijanta vezana je za dve ma
koje taqke skupa M �

U projektivnom prostoru kao brojevna invarijanta jav�a se dvorazmera qe�
tiri kolinearne taqke pri projektivnim transformacijama toga prostora� Ovu
qi�enicu iskoristi	emo da pojam rastoja�a u euklidskoj ravni E� kao inva�
rijantu dveju taqaka� pokuxamo izvesti iz dvorazmere kao brojevne invarijante



Rastoja�e izme�u taqaka euklidske ravni �


qetiri kolinearne taqke projektivne ravni P � � E�� dobijene proxiriva�em
euklidske ravni E� beskonaqno dalekom pravom � 	 P � �

Prethodno� navedimo neke osnovne pojmove vezane za tako posmatrani model
realne projektivne ravni P � � E�� u koju smo uveli projektivni koordinatni
sistem�

Projektivnim homogenim koordinatama projektivne taqkeM ravni P � � E�

nazivamo ure�enu trojku �m��m��m�� realnih brojeva mi� i 	 �� �� 
 i oznaqa�
vamo sa M�m��m��m��� Taqku M�m��m��m�� kod koje je m� 
	 � zva	emo svoj�
stvena taqka ravni P �� a taqku M�m��m��m�� kod koje je m� 	 �� tj� taqku
M�m��m�� ��� zva	emo nesvojstvenom ili beskonaqno dalekom taqkom ravni
P �� Skup svih nesvojstvenih taqaka ravni P � nazivamo nesvojstvenom ili bes�
konaqno dalekom pravom� koju oznaqavamo sa �� � 	 P �� analitiqki izraenu
sa � 	 f �x�� x�� x�� � x� 	 � g�

Ma koju pravu na modelu posmatrane projektivne ravni P � zva	emo projek�
tivna prava i oznaqavati sa �p� �p 	 P �� �u saqi�avaju svojstvene kolinearne
taqke ravni P � i nesvojstvena taqka P� � �� Prava p 	 �p koju saqi�avaju
svojstvene taqke projektivne prave �p 	 P �� naziva se svojstvena ili euklidska
prava� Na taj naqin projektivna prava �p 	 P � moe se prikazati kao unija
svojstvene prave p 	 �p i nesvojstvene taqke P� � �� tj� �p 	 p � fP�g� Tim
pridruiva�em euklidskoj pravoj p 	 E� nesvojstvene taqke P� � �� projektiv�
na prava �p 	 p � fP�g postaje zatvorena linija� xto je u skladu sa osobinom
projektivne prave�

DEFINICIJA �� Dvorazmerom qetiri razliqite kolinearne taqke
A�a�� a�� a��� B�b�� b�� b��� C�c�� c�� c�� i D�d�� d�� d�� projektivne ravni P � na�
zivamo jedan od brojeva���� c� a�
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i oznaqavamo sa �ABCD�� tj�
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Na osnovu definicije� mogu se pokazati slede	e osobine dvorazmere


��

�CDAB� 	 �ABCD��

�ACBD� 	 �� �ABCD��

�BCAD� 	
�

�ABCD�
�

Moe se pokazati da dvorazmera qetiri kolinearne taqke ne moe imati vre�
dnosti jednake nuli� jedinici ili beskonaqnosti�

Tako�e� ako je �ABCD� � �� onda par taqaka A � B ne razdvaja par taqaka
C� D� ako je �ABCD� � �� onda par taqaka A� B razdvaja par taqaka C� D�

DEFINICIJA �� Za kolinearne taqke A�a�� a�� a��� B�b�� b�� b��� C�c�� c�� c��
i D�d�� d�� d�� projektivne ravni P � kaemo da su harmonijske� ako je �ihova
dvorazmera jednaka ��� tj�

��� �ABCD� 	 ���

xto oznaqavamo sa H�A�B�C�D��

Kako je harmonijska razdvojenost parova taqaka specijalan sluqaj dvora�
zmere� pri projektivnim transformacijama ravni P � harmonijska razdvojenost
parova taqaka je invarijantna�

Posle ovih napomena� vratimo se definiciji rastoja�a izme�u dveju taqaka
euklidske ravni E� 	 P � sa projektivnog stanovixta�

Neka su A�a�� a�� a��� B�b�� b�� b�� i E�e�� e�� e�� svojstvene taqke projektivne
ravni P � � E�� tj� taqke euklidske ravni E�� a D��d�� d�� �� � � nesvojstvena
taqka ravni P �� koje pripadaju projektivnoj pravoj �p 	 P �� Odseqak AE 	 E�

uze	emo za jedinicu mere na euklidskoj pravoj p 	 �p i tu qi�enicu iskoristiti
da pomo	u �ega �odseqka AE� upore�ujemo ostale odseqke na toj pravoj�

DEFINICIJA �� Pod rastoja�em d�A�B� izme�u taqaka A i B euklidske
ravni E� 	 P � podrazumevamo dvorazmeru �AD�BE� taqaka A� B� E i D�� tj�

��� d�A�B� 	 �AD�BE��

gde su A� B i E svojstvene taqke ravni P �� a D� � � nesvojstvena taqka te
ravni� sl� ��

Sl� �

Izraavaju	i dvorazmeru taqaka A�a�� a�� a��� B�b�� b�� b��� E�e�� e�� e�� i
D��d�� d�� �� pomo	u �ihovih koordinata� prema ��� i ���� rastoja�e d�A�B�
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izme�u taqaka A�a�� a�� a�� i B�b�� b�� b�� ravni E
� moe se prikazati jednom od

formula
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koje su ekvivalentne� jer su taqke A� B� E i D� kolinearne�
Kada su taqke A� B� E i D� razliqite dvorazmera �AD�BE� je pozitivna�

jer par taqaka A� D� ne razdvaja par taqakaB� E� pa je d�A�B� 	 �AD�BE� � ��
Ako se taqke A�a�� a�� a�� i B�b�� b�� b�� poklapaju� to su �ihove homogene

koordinate proporcionalne� tj� bi 	 �ai� i 	 �� �� 
� � 
	 �� pa zamenom tih
vrednosti u ���� odnosno ���� dobija se d�A�B� 	 d�A�A� 	 �� Dakle� rastoja�e
d�A�B� je nenegativan broj�

Ako se� pak� taqke B�b�� b�� b�� i E�e�� e�� e�� poklapaju� tj� ako je bi 	 �ei�
i 	 �� �� 
� � 
	 �� zamenom u ���� odnosno ���� dobija se d�A�B� 	 �AD�BE� 	
�AD�EE� 	 d�A�E� 	 �� xto je u saglasnosti da se odseqak AE 	 p uzme kao
jedinica mere na pravoj p 	 E��

Ako se taqka B�b�� b�� b�� pribliava nesvojstvenoj taqki D� � �� tj� �ena
tre	a koordinata b� tei nuli� iz formule ���� odnosno ���� sledi

lim
b���

d�A�B� 	 lim
b���

���� b� a�
b� a�

�������� d� b�
� b�

����
�

���� e� a�
e� a�

�������� d� e�
� e�

����
	��

a to znaqi da odseqak AD 	 �p 	 P � nije mer�iv� jer on u ravni E� predstav�a
polupravu�

Na osnovu definicije rastoja�a� moe se dokazati da za proizvo�nu taq�
ku C�c�� c�� c��� kolinearnu sa taqkama A�a�� a�� a�� i B�b�� b�� b��� takvu da je
�ABCD�� � �� tj� da par taqaka A� B razdvaja par taqaka C� D�� vai relaci�
ja

d�A�C� � d�C�B� 	 d�A�B��

xto znaqi da je rastoja�e kolinearnih taqaka A� B i C ravni E� aditivno�
U dosadax�em razmatra�u je rastoja�e izme�u dveju svojstvenih taqaka A�

B � E� dato u projektivnoj formi preko dvorazmere taqaka A� B� E i D� ravni
P � � E�� U da�em izlaga�u dokaza	emo da je ovako uvedeno rastoja�e izme�u
svojstvenih taqaka projektivne ravni P � ekvivalentno formuli za rastoja�e
izme�u dveju taqaka euklidske ravni E� 	 P �� dato na uobiqajen naqin�

Dokaimo� najpre� da je svojstvenim taqkama A i E ravni P � i apsolutnom
involucijom J na nesvojstvenoj pravoj � 	 P � jednoznaqno odre�ena nedegeneri�



�� �� Andri�

sana kriva �k 	 P � drugog reda� kod koje je taqka A pol prave � 	 P �� a E taqka
krive �k u polaritetu indukovanom tom involucijom�

Nedegenerisana kriva �k 	 P � drugog reda� u opxtem sluqaju� jednoznaqno je
odre�ena sa pet kolinearnih taqaka� od kojih nikoje tri nisu kolinearne� Spe�
cijalno� kriva �k odre�ena je sa dve svoje tangente� dodirnim taqkama tih tange�
nata i jednom taqkom te krive� razliqitom od dodirnih taqaka� Ovaj sluqaj 	e
nam posluiti da do�emo do traene krive �k� odre�ene apsolutnom involucijom
J i svojstvenim taqkama A i E ravni P ��

Do taqke E� traene krive �k 	 P � dolazimo iz uslova �E�EAS�� 	 ���
sl� ��

Sl� �

Zadata apsolutna �eliptiqka� involucija J na nesvojstvenoj pravoj � 	 P �

indukuje polarno preslikava�e ravni P � u kojem je taqka A pol nesvojstvene
prave � 	 P �� a taqka D�

� 	 J�D�� �homologna taqka taqki D� u involuciji J�
pol prave AE � pri qemu je trotemenik AD�D

�

� autopolaran� Na taj naqin prave
D�

�
E i D�

�
E� su tangente traene krive �k s dodirnim taqkama� redom� E i E��

Do jox jedne taqke E�� traene krive �k� razliqite od taqaka E i E� dolazimo
na slede	i naqin� Neka je �s 	 P � proizvo�na prava kroz taqku A i S� preseqna
taqka te prave i nesvojstvene prave � 	 P �� tj� fS�g 	 �s � �� Oznaqimo sa
S�� 	 J�S�� homolognu taqku taqki S� u involuciji J � a sa Q preseqnu taqku
pravih S�

�
E� i �s 	 P � � odnosno fQg 	 S�

�
E� � �s� Taqka E�� � �k jednoznaqno je

odre�ena iz uslova �E��E�QS��� 	 ��� Da taqka E�� pripada krivoj �k sledi iz
qi�enice da je u indukovanom polaritetu taqka S�� pol prave �s 	 AQ�

Taqkama E i E� krive �k u kojima� redom� prave D�

�
E i D�

�
E� dodiruju tu

krivu i taqkom E�� kriva �k je jednoznaqno odre�ena� xto nam je i bio kraj�i
ci��



Rastoja�e izme�u taqaka euklidske ravni ��

Sl� �

Taqka A kao pol prave � 	 P � je centar krive �k 	 P �� a prave AD� i
AD�

� su �eni dijametri� S obzirom da su taqke D� i D�

� 	 J�D�� homologne
taqke apsolutne involucije J na pravoj �� to su prave AD� i AD�

�
ortogonalne

u euklidskoj ravni E� 	 P �� pa je to par konjugovanih dijametara krive �k
me�usobno ortogonalnih� xto znaqi da kriva �k u ravni E� predstav�a krug
k 	 E� sa sredixtem u taqki A�a�� a�� a�� i polupreqnikom d�A�E�� sl� �� qija
je jednaqina� s obzirom na d�A�E� 	 ��

����

�
x�

x�
�
a�

a�

��
�

�
x�

x�
�
a�

a�

��
	 ��

gde je X�x�� x�� x�� proizvo�na taqka ravni E
�� koja pripada krugu k 	 E��

S obzirom da taqka E�e�� e�� e�� pripada krugu k �ene koordinate zadovo�
�avaju jednaqinu ����� pa je

����

�
e�
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�

�
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e�
�
a�

a�

��
	 ��

Vratimo se sada formulama ��� i ��� kojima je definisano rastoja�e d�A�B�
izme�u svojstvenih taqaka A�a�� a�� a�� i B�b�� b�� b�� ravni P � � E�� Ako ih
napixemo u obliku
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odakle je� s obzirom na �����

���� d�A�B� 	

s�
b�
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�
a�

a�
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�

�
b�

b�
�
a�
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Formula ���� izraava rastoja�e d�A�B� izme�u svojstvenih taqaka A�a�� a�� a��
i B�b�� b�� b�� ravni P

� � E�� koje su predstav�ene svojim projektivnim homoge�
nim koordinatama te ravni�

Prelaskom na nehomogene �euklidske� koordinate taqaka A�a�� a�� a�� i

B�b�� b�� b��� uvode	i smene xA 	
a�

a�
� yA 	

a�

a�
� odnosno xB 	

b�

b�
� yB 	

b�

b�
�

zamenom u formuli ����� dobija se

d�A�B� 	
p

�xB � xA�� � �yB � yA���

xto predstav�a uobiqajenu formulu za rastoja�e izme�u taqaka A�xA� yA� i
B�xB � yB� euklidske ravni E

� 	 P �� poznatu iz elementarnog kursa geometrije
ravni E�� o qemu je bilo reqi u uvodu�
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