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O ANALOGONIMA LAGRAN�OVE TEOREME
O SRED�OJ VREDNOSTI

x� Uvod

Za Lagran�ovu teoremu o sred�oj vrednosti mo�e se re�i da predstav�a
najva�niju teoremu diferencijalnog raquna� Ona ne va�i za vektorske funkcije
realne promen�ive� ali zato postoji �en analogon koji u diferencijalnom raqu�
nu u normiranim prostorima igra onu ulogu koju klasiqna Lagran�ova teorema
igra u klasiqnom diferencijalnom raqunu�

TEOREMA� Neka je neprekidna funkcija f koja preslikava odseqak �a� b�
u normiran prostor Y diferencijabilna u intervalu �a� b�� Postoji taqka
c � �a� b� takva da je

kf�a�� f�b�k � kf ��c�k�b� a��

U �	
 se mo�e na�i veoma kratak ali neelementaran dokaz ove teoreme� koji
koristi Han�Banahovu teoremu o produ�e�u linearnoig funkcionala� Nexto
slo�eniji ali elementaran dokaz mo�e da se na�e u ��
� U u
benicima fran�
cuskih autora ���
� ��
� ��
� pojav�uje se dokaz koji je nexto slo�eniji od prethod�
na dva� ali zato daje mogu�nost uopxtava�a ove teoreme na sluqaj kada funkcija
f ima desni �ili levi� izvod na intervalu �a� b�� U x� ovog qlanka dat je dru�
gi dokaz ovog uopxte�a� Osnovni alat u ovom dokazu je analogon Lagran�ove
teoreme za realne funkcije realne promen�ive koje imaju desni izvod� Poxto
je ova teorema interesantna nezavisno od dokaza u kome je iskorix�ena u ovom
qlanku� �oj je posve�en x	�

x� Teoreme o sred�oj vrednosti za realnu funkciju realne
promen�ive koja ima desni izvod

TEOREMA �� Neka neprekidna funkcija f koja preslikava odseqak �a� b�
u skup realnih brojeva ima desni izvod u svakopj taqki intervala �a� b�� Ako
je f�a� � f�b�� onda postoje c�� c�� � �a� b� takvi da je

f ���c
�� � �� f ���c

��� � ��

Dokaz� Ako je funkcija f konstantna� za c� i c�� mo�emo uzeti proizvo�ne
taqke iz intervala �a� b�� Pretpostavimo da funkcija f nije konstantna� Tada
postoji c � �a� b� takvo da je f�c� �� f�a� � f�b�� Neka je npr� f�c� � f�a� � f�b��
Postoji realan broj k takav da je f�c� � k � f�a� � f�b�� Neka je

G � fx � �a� b� j f�x� � k g�
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Skup G je neprazan i otvoren� On se mo�e predstaviti kao unija disjunktnih
otvorenih intervala� Neka je c� levi kraj jednog od �ih� Kako c� �� G� to je
f�c�� � k� Zbog neprekidnosti funkcije f je f�c�� � k� Sledi da je f�c�� � k�
Kako je f�x� � k ako x pripada gore pomenutom intervalu� to je f ���c

�� � ��
Neka je c�� � supG� Kako c�� �� G� to je f�c��� � k� Zbog neprekidnosti funkcije
f je f�c��� � k� Sledi da je f�c��� � k� Kako je f�x� � k za x � �c��� b�� to je
f ���c

��� � ��

TEOREMA 	� Neka neprekidna funkcija f koja preslikava odseqak �a� b�
u skup realnih brojeva ima desni izvod u svakoj taqki intervala �a� b�� Pos�
toje c�� c�� � �a� b� takvi da je

f ���c
���b� a� � f�b�� f�a� � f ���c

����b� a��

Dokaz� Funkcija g 	 �a� b�� R zadata sa

g�x� � �f�b�� f�a���x� a�� �f�x�� f�a���b� a�

zadovo�ava uslove prethodne teoreme� Zato postoje c� � c�� � �a� b� takvi da je

g���c
�� � �� g���c

��� � ��

Kako je
g���x� � f�b�� f�a�� f ���x��b� a��

to je
f ���c

���b� a� � f�b�� f�a� � f ���c
����b� a��

x	 Teoreme o sred�oj vrednosti za vektorsku funkciju realne
promen�ive koja ima desni izvod

LEMA Neka funkcija f koja preslikava interval �a� b� u normiran pros�
tor Y ima desni izvod u taqki c � �a� b�� Funkcija g definisana na inter�
valu �a� b� sa g�x� � kf�x�k ima desni izvod u taqki c i va�i

jg���c�j � kf ���c�k�

Dokaz� Kako je
�
�
�
�

kf�x�k � kf�c� 
 �x � c�f ���c�k

x� c

�
�
�
�
�

kf�x�� f�c�� �x� c�f ���c�k

jx� cj

�

�
�
�
�

f�x�� f�c�

x� c
� f ���c�

�
�
�
�
�

to je

lim
x�c�

kf�x�k � kf�c� 
 �x� c�f ���c�k

x� c
� ��

Kako je funkcija x �� kf�c� 
 �x � c�f ���c�k konveksna� ona ima desni izvod u
taqki c� tj� postoji

lim
x�c�

kf�c� 
 �x� c�f ���c�k � kf�c�k

x� c
�



O analogonima Lagran�ove teoreme o sred�oj vrednosti ��

Sledi da postoji

lim
x�c�

kf�x�k � kf�c�k

x� c
�

odnosno da funkcija g ima desni izvod u taqki c� Kako je

jg�x�� g�c�j �
�
� kf�x�k � kf�c�k

�
� � kf�x�� f�c�k�

to je

jg���c�j �

�
�
�
�
lim
x�c�

g�x�� g�c�

x� c

�
�
�
�
� lim

x�c�

jg�x�� g�c�j

x� c

� lim
x�c�

kf�x�� f�c�k

x� c
�

�
�
�
�
lim
x�c�

f�x�� f�c�

x� c

�
�
�
�
� kf ���c�k�

TEOREMA 
� Neka neprekidna funkcija f koja preslikava odseqak �a� b�
u normiran prostor Y ima desni izvod u svakoj taqki intervala �a� b�� Pos�
toji taqka c � �a� b� takva da je

kf�a�� f�b�k � kf ���c�k�b� a��

Dokaz� Funkcija g 	 �a� b�� R zadata sa

g�x� � kf�x�� f�a�k

zadovo�ava uslove teoreme �� Zato postoji c � �a� b� takvo da je

jg�b�� g�a�j � jg���c�j�b� a��

Kako je jg���c�j � kf ���c�k� to je

kf�b�� f�a�k � kf ���c�k�b� a��

Na sliqan naqin mo�e da se doka�e slede�e uopxte�e prethodne teoreme�

TEOREMA �� Neka neprekidna funkcija f koja preslikava odseqak �a� b�
u normiran prostor Y nema desni izvod u najvixe prebrojivo mnogo taqaka
intervala �a� b�� Postoji taqka c � �a� b� takva da je

kf�a�� f�b�k � kf ���c�k�b� a��

Dokaz prepuxtamo qitaocu�
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