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Osnove matematike

Neke nove relacije na skupovima

Milijana Milovanovi¢' i Daniel A. Romano®

Sazetak: U nedavno publikovanim radovima Jiang Guanghao, Xu Luoshan, Cai Jin i Han
Guiwen uveli su i analizirali nove klase relacija: normalne relacije, dualno normalne
relacije, konjugativne i dualno konjugativne relacije. U ovom tekstu, kao ilustracija tih novih
relacija, analizirajéi koncept koji su pomenuti autori primjenili, analiziran je koncept
normalnih relacija na skupu, uveden u radu [5]. Data je i jedna karakterizacija ovog pojma.
Dati su potrebni i dovoljni uslovi da relacija anti-uredenja < bude normalna.

Kljucne rijeci i fraze: normalna relacija

Abstract. In recent published papaers [3], [4] and [5] concepts of normal, dually normal,
conjugative and dually conjugative relations are introduced and analzyed by Jiang Guanghao,
Xu Luoshan, Cai Jin and Han Guiwen In this paper, as ilustration of the concept applied in
mentioned papers, normal relations on a poset, introduced in article [5], is analyzed. A
characterizations of normal relations are obtained. In addition, particulary we show when the
anti-order relation < is normal.
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1 Uvod

Neka je X neprazan skup. Svaki podskup p O X xX je relacija na skupu X. Sa
B(X) oznatavamo skup svih binarnih relacija na skupu X. Za a,f O B(X)
definiSemo

Boa = {(xA)0XxX : (HOX)((xy) Dot O(v,2) 0B
Relacija B o o je komponat relacija o i 3. Sem toga, definiSemo,
o' = {(x,y)IXxX : (y,x)Ja}, a=XxX\a.
Nedefinisani pojmovi i oznake koriSteni u ovom tekstu mogu se nac¢i u bilo kojoj
knjizi iz teorije skupova.
U nedavno publikovanim radovima Jiang Guanghao, Xu Luoshan, Cai Jin i Han
Guiwen uvedene su i analizirane nove klase relacija: normalne relacije ([5]), dualno
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normalne relacije ([4]), konjugativne i dualno konjugativne relacije ([3]). U ovom
tekstu analiziran je koncept koji su pomenuti autori primjenili, a kao ilustracija tih
novih relacija, analiziran je koncept normalnih relacija na skupu, uveden u radu [5].
Data je i jedna karakterizacija ovog pojma. Dati su potrebni i dovoljni uslovi da
relacija anti-uredenja <¢ bude normalna.

Tekst moze da posluzi za osvjeZenje kursa ‘Osnove matematike’ na studijama
matematike prvog ciklusa, odnosno kursa ‘Pocetni matematicki pojmovi’ studijskog
programa predskolskog vaspitanja drugog / treceg ciklusa.

2 Normalna relacija

U literaturi i istrazivackim ¢lancima poznate su viSe vrsta relacija na skupovima
(tj. elemenati polugrupe (B(X), o)). Neke od njih su navedene u slijedecoj definiciji.

Definicija. Za relaciju a [ B(X) kazemo da je:
(1) regularna ako postoji relacija B0 B(X) takva da je
a=0ofo0.
(2) ([4]) dualno normalna ako postoji relacija B B(X) takva da je
a=(%"oBoa.

(3) ([3]) konjugativna ako postoji relacija B0 B(X) takva da je
a=a'oBoa.

(4) ([3]) dualno konjugativna ako postoji relacija B0 B(X) takva da je
a=aofoa™.

(5) ([7]) kvazi-regularna relacija ako postoji relacija 00 B(X) takva da je
a=0%Boa.

Prvu karakterizaciju regularnih relacija dao je Zareckii ([9]). Ovu klasa relacija
izucavali su i Markowski ([6]), Schein ([8]) i Xu Xiao-quan i Liu Yingming ([10])
(pogledati na primjer, i tekstove [1] i [2]).

Definicija. ([5]) Za relaciju o O B(X) kazemo da je normalna relacija ako postoji
relacija B B(X) takva da je
a=aoBo(a%".

Da familija takvih relacija nije prazna pokazuje sljede¢a analiza. Ako je relacija
a 0 X xX takva da je a© injektivna i totalna, tada vrijedi o o (0°)" = Idx . Za takvu
relaciju vrijedi o = a o Idx = 0 0 O o (0°)". Dakle, relacija o je normalna relacija.
Analogno, bududi da za injektivnu i totalnu relaciju a 00 XxX vrijedi o o o' = Idx ,
imamo 0“=0a o Idx=0a0 o' = a0 O o ((°))" §to znaci da za takvu relaciju
a relacija a¢ je normalna relacija.

Nasa prva tvrdnja je adaptacija jednog rezultata (Teorem 1) iz [8]. Pogledati
takode Lemmu 1 u tekstu [2].

Lema. Za zadanu relaciju alJ $B(X), relacija 0" = (a o a“ o a ©)° je maksimalan
element u skupu relacija B0 B(X) takvih da je
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aoBo(a'Oa.
Dokaz: Prvo, podsjetimo se da je
max{BOBX):aoPBo(a)'Da}=0{B0BX):aoBo(a)' Da}.

Neka je T O B(X) uzeto po volji tako da je o o T o (a%)" 0 a. Dokazimo da vrijedi T
0 a". Ako to ne bi bilo taéno, postojao bi par (x,y) T takav da je = ((x,y)0 a). Ovo
posljednje daje:
xy)yda'oa o0 = (OL,vOX)((x,u)d o O(u,v)da“Ov,y)dat)

o CuyOX)(wx)0 (@9 Owuv)0 o Oy,v)0 a)

0 (Cu,vOX)(u,x)0 (a9 Ox,y)d Tt O(y,v)d a O(u,v)da‘)

0 (Cu,yOX)((w,v)J 0 0 To (@) O a O(uv)d a©).
Dobili smo kontradikciju. Dakle, mora biti T [ a”.

S druge strane, treba dokazati da relacija a" zadovoljava inkluziju
aoao(a!' Oa.
Uzmimo (x,y)0 a o a0 (0" po volji. To znaéi da postoje elementi u, v u X takvi
daje (x,u)d (@), (u,v) Oa"i (v,y)da. Dakle, iz
(uLx)Oa®, = (V)OO a'oa“oa®), (y,v)Oa',
imamo = ((x,y)J a). Zaista, kad bi bilo (x,y)0 o€ imali bi (u,v)J o' o a0 a €
$to je nemoguée. Imamo, prema tome, (x,y)Jd i, znadi, a o a"o (a€)' O a.
Na osnovu izloZzenog, zaklju¢ujemo da je a“ maksimalan element u familiji

relacija T 0 B(X) takvih da je 0 o T o (a%)' O a.

U sljedecoj tvrdnji dajemo jednu karakterizaciju normalnih relacija.

Teorem. Za relaciju O na skupu X sljedeci uslovi su ekvivalentni:
(1) a je normalna relacija;
(2) Za (x,y)Ua postoje elementi u,vUX takvi da vrijedi:
(a) (u,x)0aC, (v,y)Da
(b) (Os,tO0X)((u,s)0a O(v,t)Oa O (s,t)0a);
B)adaoa e (a?.
Dokaz: (1) O (2). Neka je o normalna relacija, tj. neka postoji relacija (3 takva da
vrijedi 0 = o B o (a°)". Neka je (x,y)0a. Tada postoje elementi u,v(X takvi da je
xwO (@, (u,v)OB, (v,y)Ua.
Odavde slijedi da postoje elementi u,vX takvi da je (u,x)Ja“ i (v,y)da. Ovim je
uslov (a) dokazan. Preostaje da provjerimo uslov (b). Neka su elementi s, t[X uzeti
po volji takvi da je (u,s)0a“ i (v,t)0a. Sada, iz (s,u)0(a%)", (u,v)0B, (v,t)0a slijedi
(s,Hda o Boa‘=a.
(2) O (1). Uzmimo relaciju
o’ = {(u,v)OXxX: (Os,tO0X)((u,s)da O(v,H)0a O (s,p)0a)}
i pokazimo da vrijedi 0 o @ o ()" = a. Uzmimo (x,y)0Ja. Tada postoje elementi
u,vIX takvi da vrijede iskazi (a) i (b). Imamo (u,v)Ja’, prema definiciji relacije a”’.
Dalje, iz (x,u)0(a)", (u,v)0a’ i (v,y)da slijedi (x,y)d a o &’ o (@), Ovim je
pokazano da vrijedi a 0 o o o’ o (a%)" . Obrnuto, neka je par (x,y)0 o o A o (0°)"
uzet po volji. Dakle, postoje elementi u,vOX takvi da je (x,u)d(a%)’, (u,v)Oa’ i
(v,y)Oa, odnosno takvi da je (u,x)Ja i (v,y)0a. Odavde, prema definiciji relacije
a’, slijedi da je (x,y)Ja obzirom da je (u,v)Ja’. Dakle, a o a’ o (a)" O a. Ovim je
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pokazano da je relacija o normalna relacija na skupu X jer postoji relacija o’ takva
dajeaod’ o(a! =a.

(1) = (3). Neka je o normalna relacija. Tada postoji namjenje jedna relacija 3 takva
dajedoBo(a%'=0a.Buduéidajea”’=O{ROBX):0oPo(a)' 0a}, imamo B
Oa”patimeia=adoBo(a%! Oaoa"o(ac’. Obrnuto, neka za relaciju o vrijedi
a 0 aoa”o (0. Kako je a" maksimalna relacija medu relacijama  za koje
vrijedi o o B o (09! O a, zaklju¢ujemo da je o O o o 0”0 (a)' O a, odakle slijedi
dajea=aoa" (0", tj. relacija o je normalna relacija.

Posljedica. Neka je (X.<) parcijalno ureden skup. Relacija <© je normalna na X ako
i samo ako za svako x,yUX takve da je x <© y postoje u,vUX takvi da vrijedi:

@)usx Ov<Cy,i

(b*) (O0zOX)(u <€ z Ov < 7).
Dokaz. Neka je relacija < normalna na X i neka za elemente x,y[0X vrijedi x <“y.
Tada, prema prethodnom teoremu, postoje elementi u,vIX takvi da vrijedi

(@ us“x Ovs<ty

(b) (Os,tOX)((u s Ov <t) O s <),
odnosno

(@ usx Ovs<ty

(b) (Os,tOX)(u<s Ov<tt) O s <),
Neka je element z uzet po volji i ako u prethodnu formulu (b) stavimo z = s =t
dobicemo (u <z Ov <°z) O z <z §to je kontradikcija. Dakle, =(u < z Ov <¢2).
Odavde slijedi

us‘zOv<z

Obrnuto, uzmimo po volji elemente x,y(0X za koje je x < y. Postoje elementi
u,vOX takvi da relacija <© zadovoljava formule (a’) i (b”) u iskazu teorema:

@)usx Ov<Cy,i

(b*) (O0zOX)(u <z Ov <z).
Uzmimo elemente s,t00X, po volji, takve da je u <'s Ov <© t. Ako bi bilo s < t, imali
biu<s<ti v<t S druge strane, prema (b’), je u < t v < t §to, u oba slucaja,
daje kontradikciju. Prema tome, mora biti s <© t. Dakle, elementi u i v zadovoljavaju
uslov (b) prethodnog teorema. Prema tome, relacija <°je normalna relacija.

Primjer 1. ([5]) Neka je (X,<) parcijalno ureden skup u kojem relacija < ispunjava
uslov (v. [10]) (Ox,yOX)(x <y O (GOX)(t<x Ot <y)), pri emuje t <x = (t#
x Ot £ x). Pokazacemo da je <® normalna relacija. Neka su x i y elementi skupa X
uzeti po volji takvi da vrijedi x <€ y. Tada postoji element u [ X takav da jeu <x [
u <vy. Dalje, zbog u < y postoji element v [J X za koji vrijedi v <u Ov <“y. Neka
su, sada, s,t(0X proizvoljno izabrani elementi takvi da je u <s v <“t. Ako bi bilo s
<t imalibiv<u<s<tiv <<t §to je kontradikcija. Prema tome, imamo s <°t .
Ovim je pokazano da relacija < na skupu X, koja zadovoljava ovaj dodatni uslov,
zadovoljava uslove (2”) i (b”) prethodne tvrdnje. Dakle, <¢ je normalna relacija.
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Primjer 2. Neka je o normalna relacija na skupu X. Tada postoji relacija  na X
takva da je a = a o B o (0°)". Ako je O relacija ekvivalencije na X, determini§imo
relaciju 0/0 na sljedeci nacin:
0/8 = {(aB,bB) OX/6 x X/0: (a,b)0a}
i 3/6 analogno. Tada vrijedi
a/6=0a/0 o [3/6 o ((0/6)°)".
Zaista,
(a8,b0)J0/0 = (a,b)T a o Bo ()’

= (Ou,vOX)((a,w)d (@' O(u,v)OB O(v,b)Ta)

< (O,vOX)(= ((u,2)Uo) O (u,v)OB O (v,b)Ua)

< (uB,veUIX/B) (- ((ub,a0)a/6) [ (ub,ve)IB/6 U (vO,b0)a/0)

< (CB,veUX/0)((ub,a8)d((a/6)%)" O (ub,ve)IR/6 1 (ve,b6)Ta/b)

= (a6,b8)0 a/6 o /6 o ((a/6))"!
Ovim je pokazano da je relacija 0/6 normalna relacija na X/6.

Zahvala: Autori se zahvaljuju Jiang Guanghao, jednom od autora normalnih relacija, na
njegovoj susretljivosti tokom studiranja njegovih radova.
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